Nichtlineare Effekte der
Spindynamik in
Protonenbeschleunigern

Diplomarbeit

Christoph Weifibacker

Arbeitsgruppe Licht- und Teilchenoptik
Institut fiir Angewandte Physik
Technische Universitdat Darmstadt

Juli 1998



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung

I Die Phasenraumbewegung

2 Die Bewegungsgleichung im Phasenraum
2.1  Wahl des Koordinatensystems . . . . . ... ... ... ......
2.2 Das Referenzteilchen . . . . . ... ... oo oL
2.3 Die Hamiltonsche Formulierung der Bewegungsgleichung . . . . .

3 TIteratives Losungsverfahren

4 Linearisierte Bewegung
4.1 Linearisierung der Bewegungsgleichungen . . . . . . . . .. .. ..
4.2 Integration der linearisierten Bewegungsgleichungen . . . . . . . .
42,1 Drift . ..o
4.2.2 Quadrupol . . . .. ..
4.2.3 Keilformiger Dipol . . . . . .. oo
4.2.4 Kombination von Quadrupol und Dipol . . . . . .. . . ..

4.2.5 Dejustierter Quadrupol . . . . . .. ..o
426 Sextupol . . . ..o

5 Quadratische Anteile der Bewegung
51 Drift . .00
5.2 Quadrupol . . . ...
53 Dipol . . . oo

5.4  Kombination von Quadrupol und Dipol . . . . .. ... ... ...
5.5 Sextupol . . . . ..

II Die Spinbewegung

6 Die Bewegungsgleichung des Spins
6.1 Die T-BMT Gleichung im krummlinigen Koordinatensystem . . .

w

O =1

20
20
23
23
23
24
25
27
38

40
40
41
42
43
46

47

48
49



INHALTSVERZEICHNIS

6.2 Die exakte Spinbewegung . . . .. ..o oL
6.3 Tterative Losung der Spintransfermatrix . . . . .. ... .. .. ..

7 Rotationsvektor und Rotationswinkel
7.1 Die Spintransferquaternion . . . . .. ...
7.2 TIterative Losung der Spintransferquaternion(1) . . . . . . . .. ..
7.3 Die Bewegungsgleichung der Spintransferquaternion . . . . . . ..
7.4 Tterative Losung der Spintransferquaternion(2) . . . . . . . .. ..

8 Die Spintransferquaternion bis in 2. Ordnung

81 Drift . . . . .
8.2 Quadrupol . . . .. .
83 Dipol . . . . .

8.4 Kombination von Quadrupol und Dipol . . . . . . . ... ... ..
85 Sextupol . . . . ..
8.6 Weitere Elemente . . . . . .. ... ... o000

9 Der elektrostatische Quadrupol
9.1 Die Phasenraumbewegung . . . . . . . .. ... ... ... ...
9.2 Die Spinbewegung . . . . . . ... L

10 Spintransport
11 Berechnung mit Mathematica

12 Zusammenfassung und Ausblick

1

53
33
)
57
59

64
67
67
68
70
74
74

76
76
7

79

80

82



Kapitel 1

Einfiihrung

Die Spin umkehrende Synchrotronstrahlung eines Elektronenstrahls in einem
idealen, ebenen Beschleuniger zwingt Elektronen bei hohen Energien, ithren Spin
antiparallel zum magnetischen Dipolfeld auszurichten. Zur Erzeugung und Spei-
cherung longitudinal polarisierter Elektronen ben6tigt man vertikale Kriitmmun-
gen im Strahlverlauf. Zusétzlich miissen Stérungen durch auftretende Strahlab-
weichungen kompensiert werden. Erstmals und bisher einmalig gelang dies bei
hoher Energie (27,5 GeV) in der Hadron-Elektron-Ring-Anlage (HERA) des For-
schungszentrums DESY. In dem Strahl-Target-Experiment HERMES, das den
Ursprung des Spins von Protonen und Neutronen untersucht, trifft dieser po-
larisierte Elektronenstrahl auf ein Gas mit polarisierten Kernen. Dabei betragt
die Schwerpunktsenergie ungefahr 7 GeV. Durch Speichern von polarisierten Pro-
tonen in HERA koénnten Schwerpunktsenergien von 300 GeV in einem Collider-
Experiment mit polarisierten Elektronen und Protonen erreicht werden. Da Pro-
tonen Synchrotronstrahlung in nicht ausreichendem Mafle abstrahlen, erzeugt
man polarisierte Protonen in speziellen Quellen und beschleunigt anschlielend
sukzessive den polarisierten Protonenstrahl in einer Kette von Beschleunigern
auf die Strahlenergie von 820 GeV, mit der Quelle auf 19keV, Radio Frequency
Quadrupol (RFQ) auf 750keV, LINAC III auf 50 MeV, DESY III auf 7,5 GeV,
PETRA auf 40 GeV und schlieflich HERA auf 820 GeV. Wihrend der Beschleu-
nigung sowie der Speicherung in HERA sollte die Polarisation einen minimalen
Verlust erleiden. Die einzelnen Teilchen des Strahlbiindels fliegen entlang ver-
schiedener Bahnen und sehen daher wéhrend der Beschleunigung und Speiche-
rung unterschiedliche Magnetfelder. Zum Beispiel héangt die fokussierende oder
defokussierende Wirkung des Quadrupols auf die Teilchen von ihrer Lage im Pha-
senraum bei Eintritt in den Quadrupol ab. Die Bewegung des Spins von Elektro-
nen oder Protonen wird gemif der Thomas-Bargmann-Michel-Telegdi (T-BMT)
Gleichung durch die Teilchenbahn im Phasenraum und die auf den Spin wirken-
den elektromagnetischen Felder bestimmt. Nach dieser Gleichung rotiert der Spin
in einem ebenen Beschleuniger ay 4+ 1 -mal um die vertikale Achse. Die Grofle
g—2

a = %= ist die gyromagnetische Anomalie, g der gyromagnetische Faktor und
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~ die aus der Relativitdtstheorie bekannte Abkiirzung. Wahrend der Beschleuni-
gung von der Quelle bis zum Speicherring HERA nimmt die Zahl des Drehungen
mit wachsender Energie zu, so daf sich der Spin des Protons (aproton > 1,79) z.
B. bei der HERA-Energie von 820 GeV wéahrend eines Umlaufs in einem ebenen
Beschleuniger rund 1570-mal um die vertikale Achse dreht. Durch die dargestellte
Abhéangigkeit der Spinbewegung von der Teilchenbahn, von den wirkenden elek-
tromagnetischen Feldern sowie bei hoher Energie von dem zugehorigen ~ geht
eine geordnete Spinverteilung verloren: Ein Teilchenstrahl, in dem anfénglich alle
Spins in die gleiche Richtung zeigen, besitzt nach einem teilchenoptische Ele-
ment eine ungeordnete Spinverteilung, in der die Spinrichtungen von Teilchen
an unterschiedlichen Phasenraumpunkten unterschiedlich sind. Der mittlere Off-
nungswinkel der Spinverteilung wird gréBer, und Polarisation geht verloren. Die
Spinverteilung, in der anfangs alle Spins in die gleiche Richtung zeigen, ist daher
meist nicht die beste Wahl [1]. Um die Grenze der Polarisation, deren Ursachen
und damit mogliche Lésungen zu finden, ben6tigt man eine exakte Berechnung
der Spinbewegung. Dazu untersucht man zuerst die Spinbewegung in den einzel-
nen teilchenoptischen Elementen, die in dem betrachteten Beschleuniger vorkom-
men, und berechnet daraus die Spinbewegung wahrend eines gesamten Umlaufs.
Fiir ein einzelnes Beschleunigerelement wird in einem ersten Schritt die Pha-
senraumabbildung von den Eintritts- auf die Austrittskoordinaten des Teilchens
bestimmt. Mit der gefundenen Bahn im Phasenraum berechnet man die Spinbe-
wegung. Bisher wurden analytisch die linearen Anteile der Spinbewegung durch
ein Element bestimmt. Erst durch die Kombination vieler Elemente traten nicht-
lineare Effekte auf. Hier werden nun die analytisch bestimmten Formeln in 2.
Ordnung berechnet, so dafl auch nichtlineare Effekte, die innerhalb eines Ele-
ments entstehen, betrachtet werden kénnen. Es stellt sich somit die Frage nach
den ,,Nichtlinearen Effekten der Spinbewegung in Protonenbeschleuni-
gern®.



Teil 1

Die Phasenraumbewegung



Kapitel 2

Die Bewegungsgleichung im
Phasenraum

Da die Stern-Gerlach-Kraft, die zur Abhéngigkeit der Phasenraumbewegung vom
Spin fiithrt, im Vergleich zur sehr viel gréferen Lorentz-Kraft vernachlassigt wer-
den kann, héangt die Phasenraumbewegung nicht von der Spinbewegung, sehr wohl
aber die Spinbewegung von der Phasenraumbewegung ab (s. Teil II). Folglich
wird zuerst die Phasenraumbewegung gelést. Die relativistische Lorentz-Kraft-
Gleichung fiir ein Teilchen mit der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld
mit den Feldstirken £ und B lautet

d'_’ — — — n —
- _ P (2.2)
dt P

2.1 Wahl des Koordinatensystems

Zur Beschreibung der Teilchenbewegung wéhlt man ein orthogonales Dreibein,
das an jedem Punkt einer vorerst beliebig wahlbaren Kurve R, der Referenzkurve,
definiert ist. Diese Referenzkurve wird als Funktion ihrer Bogenldnge parametri-
siert,

dR

dl

Wenn ein Teilchen entlang dieser Kurve fliegt, so gilt dl = v dt. Eine mégliche
Wabhl stellt das Frenetsche Dreibein dar. Dabei bilden der Tangentenvektor €iay ,
der Normalenvektor €,o:m und der Binormalenvektor €}, ein rechtshandiges Or-
thonormalsystem,

R = R(l) mit =1. (2.3)

-1

. dR
€tan — dl,/)—

dgtan

dl

(2.4)

4
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dgtan
_)norm = - 5 2.5
g Pl (2.5)
gbin - gtan X gnorm . (26)

Dabei ist p der Kriitmmungsradius. Der Normalenvektor zeigt, wie in der Beschleu-
nigerphysik iiblich, von seinem Kriitmmungsmittelpunkt nach aufien (s. Abbildung
2.1). Fiir die Ableitungen dieser Vektoren gilt

dgnorm . dgnorm - = + dgnorm - - + dgnorm - -
dl — dl €tan €tan dl €norm €norm dl €bin €bin
dp d€ian PEan . .
= - <d_?# * €tan —I' /)Tltz * etan) €tan —I' Tebin

d (dCin dEan \2\ - R
= p <_a (#'etan> —I'( C;l ) ) €tan —I'Tebin

1

= - gtan + Tgbin ) (27)
p

dgbin dgtan % & 4 o v dgnorm
= €norm €tan
di di ‘ di
=T (gtan X gbin )
= _Tgnorm (28)

mit T = €y - d(ﬁ% als Torsion der Referenzkurve. Ein Punkt 7 in diesem sich
bewegenden Koordinatensystem wird dann durch

—

F(X,Y, ) = R(I) + Xénorm + Y €bin (2.9)
beschrieben, wahrend eine von einem Teilchen durchlaufene Bahn durch die Ab-

hangigkeit X = X(I) und Y = Y(I) gegeben ist.

Das Ziel ist die Darstellung der Bewegung als Funktion der Bahnldnge [. Dazu
bendtigt man die Ableitung des Ortsvektors nach der Bogenlange,

di dR dé déy;
-V = T X/ _)norm X i Y/ ) in Y =
dl g T Cnorm AT ebin X

X
- <1 + _> gtan + (XI - TY) gnorm + (Y/ + TX) gbin (210)
p

Wihrend im Frenetsystem der Normalenvektor in Richtung des Kriitmmungsvek-
tors liegt, wahlt man im krummlinigen Koordinatensystem [2] die Achsen in der
Ebene senkrecht zum Tangentenvektor torsionsabhéngig und erhalt dann durch
den Wegfall von T' eine formal einfachere Form fiir Ccll—?; . Die Basisvektoren €y , €y , €
des krummlinigen, orthogonalen Koordinatensystems sind durch

l
& +ié, = eiﬁ(anoreriabin)mitﬂ:/ T()dl, (2.11)
0

—

& = Fim (2.12)
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o Kriimmungs-
7 mittelpunkt
P
gtan
€x
. p é‘n‘o‘r’m, - ' a
| \ﬂ &, (Y Ehin T Bahn des
Y i : Referenzteilchens
v Y"'. )
XA
;v' v beliebige
Teilchenbahn

Abbildung 2.1: Das Frenet und das krummlinige Koordinatensystem

gegeben (s. Abb. 2.1). Damit lauten nun die Gleichungen (2.9) und (2.10) im

krummlinigen Koordinatensystem

—

ma,y,l) = R(l)+zéx +yéy, (2.13)
d—‘
d_Z = 2'é& +y'é + hé mit den Abkiirzungen (2.14)
9 sind \©
7 = (z,y,1)7, B = (ky, kiy, 0)T = <COS ’sm ,O) und  (2.15)
PP
h = 1477 (2.16)

Im Vektor £ stehen die Komponenten der Kriimmung im krummlinigen Koordi-
natensystem.

Denn die Ableitungen der Basisvektoren im krummlinigen Koordinatensystem
ergeben sich zu

d id d_’x 9
Sl +i8) = —fn, —= = 20 = ki, (2.17)
p

dl dl P
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de. sind _, 5

d—; = p a = kye, (2.18)
dé 1 1 ~
% — _;gnorm - —;ﬂ%{e—lﬁ(é'x +ig)} = —(kebx + 58 ). (2.19)

Dabei liefert R {---} den Realteil des eingeschlossenen Terms. Somit gilt fiir die
Ableitung des Ortsvektors

@—d—é+’*+@+’*+@
A a Tt Tt TS Y

Aus (2.20) folgt mit (2.17), (2.18) und (2.19) die Beziehung (2.14).

(2.20)

Fiir einen beliebigen Vektor p'(l) = py (1) €x +py (1) €y +pi (1) € im krummlinigen
Koordinatensystem berechnet sich seine Ableitung nach der Bogenlédnge [ analog
wie beim Ortsvektor unter Verwendung von (2.17), (2.18) und (2.19) zu

dp

al = (Pl — mkx) €& + (p; - pl’fy) €y + (pxkix + pykiy + i) € - (2.21)

Auflerdem sind die Bogenlange [ und die Zeit ¢ im krummlinigen Koordinatensy-
stem iiber ihre Ableitung

% - %% (2.22)
verkniipft. Denn mit (2.14) gilt
Lodrdl - dl
U= = 16 + yey + hael , (2.23)
womit speziell aus der € -Komponente % = < folgt. Mit dem Verhiltnis 2 = %

ergibt sich dann (2.22).
Mit diesem Ergebnis lauten die in [ parametrisierten Bewegungsgleichungen aus

(2.1) und (2.2)

dp _dpdl . T
il q<E—|—vp><B> \ (2.24)
dp (hp =~ h —»)
@ (PEL e B 2.95
y7 o Bt (2.25)
und analog % = h gl . (2.26)

2.2 Das Referenzteilchen

Durch die Definition eines Referenzteilchens bestimmt man die Bewegung eines
beliebigen Teilchens durch seine relativen Abweichungen vom Referenzteilchen
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und erméglicht damit fiir ein enges Teilchenbiindel die Einfithrung von kleinen
Groflen. Das Referenzteilchen (Index 0) ist durch seinen Impuls po(/), seine ki-
netische Energie Ko(/) und seine Zeit to(/) bestimmt. Seine Bahn ist bis auf die
Einschréankung durch Impuls und Zeit beliebig wéahlbar und muf} nicht mit der
Referenzbahn iibereinstimmen. Die neuen Koordinaten aus kleinen Gréfien sind

. K K — K,
xa:p—yb:&,T— XO(to— ),8 = t o (2.27)

Y 9 Y -

Po Po Po Ky

mit K als kinetische Energie und ¢ als Zeit des betrachteten Teilchens. Die Be-
wegungsgleichungen in diesen Koordinaten berechnen sich zu

e = ha®, (2.28)
n
h hm h
a = fixﬂ +qg—(bB — ﬂBy) +q VEX — g aco(l), (2.29)
Po n Po P1pPo PoYg,
y = h?, (2.30)
n
h h h
Vo= kel — g—(aB— 2B + g—L By — g—beo(l),  (2.31)
Po P Po P1Po Povo,
Ky [ h h h 2
o ﬂ <_0 . _) T 0m027_€0(l)’ (2.32)
Po \ Vo, U PoPo, €
5/ _ Po h hO
= g— | —e——(6+ 1eo(l) (2.33)
Ko \m  po,
mit e = aFyx + bE, + %El und v = 1 ~. Die Feldstarken E und B sind im

v
1=(z

krummlinigen Koordinatensystem durch
E(z,y,1) = Exéx + Eyéy + Bré und B(z,y,1) = Beéx + Byéy + Bia (2.34)

gegeben.

Im Folgenden wird die Bewegungsgleichung hergeleitet. Durch Vergleich von
(2.14) und (2.26) erhalt man sofort die Gleichungen (2.28) und (2.30), und aus
(2.21) und (2.25) folgt

h h

Py = memta (pyBi— mBy) + gD E, (2.35)
Yz v
h hp

P, = Rypi—q— (pxBi— mBy) + ¢—Fy . (2.36)
P v

Unter Verwendung von (2.25) berechnet sich die Ableitung des Impulses zu

dp _ 1 dp* _pdp _ gh . = _ qhmo

A" dl - pdl opt op

€ (2.37)
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bzw. analog fiir das Referenzteilchen

dpo qho
d v, €0 ( 38)

Durch Einsetzen von (2.35) und (2.38) in

1
o = =y (2.39)

Po  Po
ergibt sich (2.29). Analog berechnet sich (2.31) aus (2.36) und (2.38). Mit der

Beziehung zwischen der kinetischen Energie und dem Impuls wird die Ableitung
der kinetischen Energie auf die Ableitung des Impulses zuriickgefiihrt,

dK dK,
,d—; = vp’ und analog % = vopy - (2.40)

Durch Einsetzen von (2.22), (2.38) und (2.40) wird die Ableitung von 7 umge-
formt,

K =+/(pe)* + (me)? — mc?

K, K D!
o= )R g (K )
] Po Po

( ho h > [(0 ho |: Po 1 :|
= - = — ——|-q— — — — | T€o .
Vg, U1 Po Po, 1o Vo

Die angegebene Gleichung (2.32) folgt durch die Verwendung der bekannten rela-
tivistischen Beziehungen py = m~ove und Koy = m~yoc? — mc?. Die Ableitung der

Definition von § (2.27) liefert unter Zuhilfenahme von (2.37), (2.38) und (2.40)

5 K' KK} _ ( hpo B K hopo . ) ‘

= - — = - ) - - 0
[/XO [Xg K op1 [&0 K oPo,

(2.41)

Zu (2.33) kommt man schlielich iiber I% = 1+ 6 . Fordert man nun, daf} die
Referenzkurve (zg,yr = 0, 2%,y = 0) eine Tetlchenbahn (Index R) mit dem
Impuls pr = pré; und damit ag, bg = 0 darstellt, dann miissen die Komponenten
der Kriimmung wegen der Bewegungsgleichungen (2.29) und (2.31) die Bedingung

B FE.
Ky = q—yo—q 0 \ (2.42)
PR URPR
B E
Ky = —q—2 — g2 (2.43)
PR URPR

erfilllen. Hierbei gibt der Index 0 das magnetische und elektrische Feld auf der
Referenzkurve, also auf der Kurve (0,0,/) an. Ist dariiber hinaus die Bahn des
Referenzteilchens mit der Referenzkurve identisch, gilt fiir kx und &y

Ky = —— (Eyo —voByo) (2.44)

Povo

Ky = —— (Eyo+voByo) . (2.45)

Povo
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AufBlerdem verschwinden fiir diese Wahl per Definition ebenfalls die beiden iibri-
gen Koordinaten des Referenzteilchens (g ,dr = 0). Wihrend in der {iblichen
Darstellung [3] konstante ReferenzgroBen verwendet werden, wurde hier eine Nor-
mierung mit einem variablen Impuls po(!) und variabler kinetischer Energie Ko()
durchgefithrt. Wahlt man namlich im allgemeinen Fall fiir beliebige elektrische
Felder (i—zl) # 0) konstante Referenzgrofien Ko und Py, verschwindet die letzte

Iﬂ’o(l)—)Co

Komponente des Referenzteilchens ég = im allgemeinen nicht. Bei der

Ko
Losung der Bewegungsgleichung wird jedoch gefordert werden, daf 2 = 0 mit
7= (z,a,y,b,7,6)T immer eine Teilchenbahn beschreibt. Fiir beliebige Felder ist
dies im allgemeinen nur mit variablen ReferenzgréBen erreichbar.

2.3 Die Hamiltonsche Formulierung der Bewe-
gungsgleichung

—

Das totale Differential der Erzeugenden F' = F(q,Q,t)

dF = PdQ — pdj+ (H — H)dt, (2.46)

—

liefert eine Beziehung zwischen den alten Koordinaten ¢, p und den neuen Cj, P
gemaf

P=0gF, f=—0sF, H=H+0,F. (2.47)
Durch Legendre-Transformation
d(F + 5q) = PdQ + dp+ (H — H)dl (2.48)

erzielt man die Umrechnung von den alten auf die neuen Koordinaten fiir die

Erzeugende gb(ﬁ, Cj,t) = F + pq,

— —

q= 030, P =030, H=H+ 0:0. (2.49)
Analog wird die kanonische Transformation fiir die Erzeugende F' = F — ﬁ@

hergeleitet,

dF = —QdP — pdq+ (H — H)dt (2.50)
Q=—0sF, j=—0;F, H=H+d,F. (2.51)
Ausgehend von der relativistischen Hamiltonfunktion eines Teilchens im elektro-

magnetischen Feld,

1

H(Z,j 1) = qV(E, 1) + [(mé)? + (5 — gA(#, 1))23 | (2.52)
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mit  als Ortsvektor, dem zugehorigen kanonischen Impuls ﬁ sowie mit V(:%:',t)
als elektrisches Potential und /_l‘(z?,t) als magnetisches Vektorpotential (s. [4.4])
wird die kanonische Transformation auf die neuen Koordinaten # = (x,y,)T ,p'=
(pss Py, )T mit der Erzeugenden

O, 7) = i+ | R(1) + 08, + yé, | (2.53)
entsprechend (2.49) durchgefiihrt,
Z = R()+ zé +yé, , (2.54)
(Pespys )T = (P Ex PGy hp-@)" = (Px, By hip)" (2.55)
H(Z,p,t) = H(ZZ),p(Z,p),t). (2.56)

Hierbei wurde 61<E(l) +zéx (1) + yéy (l)) = (1 4+ K- ¥) e verwendet. Speziell sind

der kinetische Impuls und der neue kanonische Impuls p' wegen (2.55) durch
~ P
Pkin, = Px — (]Ax = Px — qu Pxing = Py — qu7 Pxim = E - qu (257)

miteinander verkniipft. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in den neuen
Variablen (Z, p)

Z=0sH, p=—0:H (2.58)
werden nun in Abhangigkeit der Bogenlédnge [ anstatt der Zeit ¢ dargestellt. Aus
#.py tconst, = D Hdp, + 8, Hdpy (2.59)
ergibt sich
r Oy H a(—
A :< ( pl)) _ (2.60)
) ale apx #,py,H ,t=const.

Analog berechnen sich

o(—
Py = - (M) . (2.61)
a:ﬂ Yol px 7QDy,ET,L‘:const.
a —P 8 —P1
y' = (*% )> Py = — (—(a ) . (2.62)
Py #,px ,H ;t=const. y z,l,px,py,H t=const.
Die Gréfen H und ¢ verdndern sich mit [ gem#f der folgenden Gleichungen,
1 _ (9(=p)
o = 1= (2 (269
[ 8H &,px Py ,t=const.
- dH _ _ _
H/ - W:afo/—FaﬁHﬁ/—Fath/
oL _,,_I_@t]:] L, dl o _,,dl_l_ o:H
= —p-T+7T-] —=—p — T +T P —+4—=
P S BT Pat o H

:‘<3ijMﬁmm' (264
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Durch Einfithrung der neuen Hamiltonfunktion G = —m(z, px, y, py, —1, H,1) ge-
langt man wiederum zu Hamiltonschen Bewegungsgleichungen mit dem freien
Parameter [ und den kanonisch konjugierten Variablen des krummlinigen Koor-
dinatensystems

(z,px) 5 (y,py) s (—t, H) (2.65)

(vgl. mit [5.1], in der die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir das Frenet-
Koordinatensystem ohne Torsion aufgestellt werden). Die Gréfe H ist nun nicht
mehr die Hamiltonfunktion, sondern eine Impulsvariable. Von den Koordinaten
G = (z,y,—1)T mit dem zugehorigen kanonischen Impuls (px . Py [:[) wird nun die

zweite Transformation auf die kanonisch konjugierten Variablen X = (X,v, 7"

und P = (P, Py, Pr)T mit der Erzeugenden
y . %
F(xaya_t7PX7PY7PT7l) :_J'P—I_q/ (l’,y,t/,l)dt/—to(l)PT (266)
ti

durchgefiithrt und dabei angenommen, daf das elektrische Potential V' als Funkti-
on von z,y,l und ¢ bekannt sei. Mit (2.51) gelten folgende Beziehungen zwischen
alten und neuen Koordinaten

X ==z, Y =y, T =to(l)—t, (2.67)
px =P —q0.T, py =P, —q0,T, H = Pr+qV(z,y,t,1) (2.68)

mit 7 = f: V(z,y,t',[)dt" . Somit sind auch

($7PX)7(y7Y)7(T7PT)- (269)
kanonisch konjugierte Variablen zu einer (hier nicht explizit bestimmten) Hamil-
tonfunktion H = H(z, Py, y, Py, T, Pr,l) . Die zugehorigen Bewegungsgleichungen

. P .
werden nochmals auf neue Variablen A = i—;‘ und B = - mit pp = const. und

der neuen Hamiltonfunktion H = pﬂo umgeschrieben,

., OM  OH ,  OH
Y= 9p T 9A A== (2:70)
, OH ,  OH

Mit (2.56) wird § als Funktion von Pr ausgedriickt,

H—qV t,1) — mc* — K, Pr —mc* — K
q ($7y7 7 ) mc X07 (S(PT) — T mc X0 ]

5= (2.72)

-

Ky

b

[&0
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Unter der Annahme, dal Ko=const. ist, werden die Ableitungen von dund 7 =
B—s (to — t) nach [ mit Zuhilfenahme der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

gebildet,

A

Ky 9H oA

Ky

= Bog . - 2.73
! Po po OPr 00 (2.73)
y- - -2 .74

Ky 9 (m) or
Po

Die Gleichungen (2.70), (2.71), (2.73), (2.74) und (2.57) zeigen, daB bei konstan-
tem Ky die Bewegung in den Variablen z, A, y, B, 7, §,

r > A=a+-L(A+0,T), (2.75)
Po

y +— B=b+-L(A,+0,T), (2.76)
Po

T ¢ ¢ (2.77)

Hamiltonisch ist. Nun wird eine Umeichung des Vektorpotentials A mit der Eich-

funktion A = 7 durchgefiihrt,
A=A+ VA, (2.78)

Damit lauten die Hamiltonschen Variablen

Tz —> A:a—l—gjlx, (2.79)
Po

y «— B=b+LA,, (2.80)
Po

r e 6. (2.81)

Falls das Referenzteilchen bei Ein- und Austritt aus einem teilchenoptischen Ele-
ment den gleichen Impuls besitzt, sind die Variablen (z, a, y, b, 7, §) vor Ein-
und nach Austritt durch eine kanonische Transformation verbunden. Solch eine
Wabhl ist in vielen teilchenoptischen Elementen (z.B. Cavitaten in Protonenspei-
cherringen) maoglich. Die Abbildung M von Anfangs- auf Endkoordinaten erfiillt
dann nach [4.1] die symplektische Bedingung

01 0 0 0 0
-10 0 0 0 0
: 00 0 1 0 0

MIIM; =] mit ] = 0 0 10 0 0 (2.82)
00 0 0 0 1
00 0 0 —10
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und Mj als Jacobi-Matrix der Abbildung M . Die symplektische Symmetrie in-
nerhalb eines Elementes ist im allgemeinen jedoch verletzt. Fiir den Spezialfall,
daBl der Impuls des Referenzteilchens konstant ist und die Magnetfeldkomponente
in Richtung der optischen Achse verschwindet, ist die symplektische Symmetrie
der Abbildung zu jedem Punkt erhalten.

In der Ebene [ =const gilt dann wegen B-& =0 fiir das magnetische Vektor-
potential rot A = 0. Es existiert folglich eine Funktion A (z,y,[) derart,
{=const.
daB
Ay = 0,A und A, = 9,A (2.83)

gilt. In diesem speziellen Fall vereinfachen sich die Hamiltonschen Variablen zu

r ¢ A=a+ piOaIA(x,y,z) : (2.84)

y = B=b+ LoA(x,y1), (2.85)

T —— 4. " (2.86)
Die Erzeugende F (7= (z,y,7)", P = (P, By, )7, 1),

F(§,P.1) =GP - piOA(x,y,z) , (2.87)

liefert nun die Transformation auf die Variablen (z, a, y, b, 7, §). Denn mit der
Transformationsvorschrift (2.51) folgt

Q = q_): (:’C7 y? T)T 9 (2'88)

P = A-— iagg/\ (r,y)=a, (2.89)
Po

b, = B Lo,A(x,y)=b, (2.90)
Po

P, = 6. (2.91)

Somit sind die Variablen (z, a, y, b, 7, §) bei nichtvorhandener longitudinaler
Magnetfeldkomponente und konstantem Impuls des Referenzteilchen Hamilto-
nisch. Folglich ist die Abbildung auf jeden Punkt der Referenzkurve symplektisch.



Kapitel 3

Iterative Losung der
Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung ist ein Differentialgleichungssystem der Form

d... = oy
AN =FEWD.D),20) =7 (3.1)

(vel. (2.28) - (2.33)) mit
Z o= (i, a,u,b,7,6)" (3.2)

Zunachst ist die Referenzkurve wieder beliebig wéahlbar, wobei auf die geeigne-
te Wahl weiter unten genauer eingegangen wird. Da in teilchenoptischen Syste-
men, wie in Beschleunigern, ein enges Teilchenbiindel untersucht wird, sind die
Abstédnde von der Referenzkurve und die relativen Abweichungen des Impulses,
der kinetischen Energie und der Zeit von den Referenzgrofien gering. Die allge-
meine Losung 2= Z(Z,1) von (3.1), die eine Funktion der Variablen z; und [ ist,
wird deshalb in eine Taylorreihe um den Ursprung im Phasenraum beziiglich der
Anfangskoordinaten entwickelt,

7=Y W (5,0 (3.3)

mit 2 (Z,1) als k-te Ordnung der Entwicklung. Ebenso entwickelt man ]F(Z’, [)
in eine Taylorreihe um ' (0,1) = Z©) (Z,1) beziiglich 32, 7®) (2, 1),

FEn = f(zm)(z,z)+Zz<k>(z,1),l>

k=1
= f(z0 (Z?,l)JHif(” (fﬁz(’” <zi,l>,Z) (3.4)
j=1 k=1



KAPITEL 3. ITERATIVES LOSUNGSVERFAHREN 16

mit f ) (Z,1) als j-te Ordnung der Entwicklung von f Beide Entwicklungen wer-
den unter der Annahme durchgefiihrt, dal die Reihen konvergieren. Nun wird
(3.3) und (3.4) in (3.1) eingesetzt und anschlieBend nach Potenzen in den An-
fangskoordinaten sortiert,

d 0o d . © oo
— 70z “z® iz = f(z0(z (7) 7(k) (3
Tk (4, 0) + Z Tk (Z,0)=f (2 (zl,l),l) + ;f J (Zz (Z,1) ,l) .

k=1 k=1
(3.5)

Die 0. Ordnung und die n-te Ordnung lauten

-0z P70 (3

Tk (Z,0) = [f(Z9E,0).0), (3.6)

d 0 o 0

Z 70z — () 7 (k) (3.

77 (#,0) = Z [f J (Zz (zl,l),l)] ,nelN. (3.7)

j=1 k=1 n

Dabei stehen die eckigen Klammern |[...], fiir das homogene Polynom n-ter Ord-

nung in den Anfangskoordinaten zj, das der eingeschlossene Term enthalt. Falls
O(e") die n-te Ordnung in den Anfangskoordinaten angibt, dann ist in

F0) Z® (20,1 3.8

f <Z O(i k) ) 1) (3.8)
die héchste vorkommende Ordnung O(c™2¥)

O(e™) = 0 (&'7) . (3.9)
Da die n-te Ordnung gesucht ist, gilt somit sicher die Forderung

jk < n fiir 5, k,neN. (3.10)
Folglich vereinfacht sich (3.7) zu

%zw (Z,0) = ; [fm (; z® (g«;,l),l)] neN. (3.11)

Aus der Anfangsbedingung erhdlt man die Randbedingungen der Taylorkompo-
nenten Z*) (%, 1)

0 fir k#1
20z =0 fir FAL (3.12)
z fuir k=1
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Die Losung der 0. Ordnung, die vollstandig ausgeschrieben

D20 (5,0) = [ (20 (5,1).1) mit 20 (5,1) = 0 (3.13)

lautet, sei
7Oz 1) =0. (3.14)
Aquivalent dazu ist wegen (3.13) die Forderung
F0,0)=fOz,1)=0. (3.15)

Da 7© (Z,1) die exakten Bewegungsgleichungen (s. (3.13)) erfiillt, muB (3.14)
durch geeignete Wahl von Referenzkurve und Referenzteilchen fiir alle méglichen,
teilchenoptischen Elemente eine Teilchenbahn darstellen. Erfiillt ist dies bei der
Identitat von Referenzkurve und Bahn des Referenzteilchens (s. Betrachtungen

—

am Ende von 2.2). Die Taylorentwicklung von f(Z.,[) wird demnach ebenso wie
bei Z(%,!) um den Ursprung beziiglich Z zu bilden sein. Wegen der Linearitit

von 7V (Z,0) in % und f(l) (,1) in 2 erfiillt die 1. Ordnung geméaB (3.11) die
Gleichung

%zm (2,0 =W EOE0,0),20((5,1=0) =7, (3.16)
deren Losung durch eine Matrix M dargestellt wird,
7W(Z,1) = M4, (3.17)
Durch Einsetzen von (3.17) in (3.16) ergibt sich die Beziehung

FOEN = [%M} Mz, (3.18)

mit deren Hilfe die Berechnung der héheren Ordnungen auf ein Integral zuriick-
gefiithrt wird,

d > &
Zz0) (2 — (1) E :*(k) 7
dlz (ZUZ) [f (kZI z (Zl7l)7l)
[]?(j) (E :g(k) (gﬂ)J)
2

_|_

firn>2. (3.19)

n

Die ,Alternative® wire die Losung eines nichtlinearen Differentialgleichungssy-
stems. Der letzte Term im Argument von f /) (ZZ:1 2 (7,1) ,l), die n-te Ord-
nung Z ") (£, 1), erzeugt wegen j > 2 ausschlieBlich Terme héherer Ordnung als
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n und tritt deswegen nicht auf. Die Linearitdat von f(l) (Z,1) erlaubt die weitere

Umformung

k=1

Fm<i7“@”*0]=ﬂ”@w@mJ» (3.20)

Mit (3.18) und (3.20) wird die n-te Ordnung bis auf ihre Ableitung aus (3.19)

eliminiert,

d d n —_" n—1 7
Sz o |2 “1nz0) (2 — () 7 (k) (2
a: [dlM(l)}M WG = X (;ﬂ;z <zl,5),5) ,
d — —(n — & —_" n_l—» — ]
M(lW(M "Wz D) = Y |9 (E:z(k)(zi,l),l>
7=2 L k=1 4 n

Unter Benutzung der Randbedingungen erhilt man die héheren Ordnungen durch
Integration tiber die bereits gefundenen niedrigeren Ordnungen,

200 (,0) = M) Y / A [f“‘) (izﬂ’“) (zi,w),z')] dr. (3.21)
j=270 k=1 n

In 2.3 wurde fiir magnetische Felder ohne longitudinale Komponente die sym-
plektische Symmetrie bewiesen. Die Jacobi-Matrix der Abbildung M = Z(Z,1)
von Anfangs- auf Endkoordinaten schreibt sich unter Beriicksichtigung der Ent-
wicklung (3.3)

M; = 3:27(3,0 =Y 3; [7® (0] mit (3.22)
k=1
_‘Z"i = (ariaaaiaayiaabiaaﬂaa5i)T . (3'23)

Nach Einsetzen von (3.22) in die symplektische Bedingung (2.82) wird nach Po-
tenzen in den Anfangsbedingungen sortiert,

T SN CACIER ST CAERIE N
n1,ma=1

= |3 [0 (gi,z)ﬂT 1|

> [E e G [ Ee @)

ny,ny=1

(n1 7'”2)75(171)
- . (3.24)
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Aufgrund der Linearitdt der ersten Ordnung 2 (Z,1) ist ihre Jacobi-Matrix
gerade M (s. (3.17)). Die 0. Ordnung von (3.24) und damit die Matrix M erfiillt
die symplektische Bedingung, und fiir ihre inverse M({)~" gilt wegen J ' = —J

(s. [4.2])
MOTIM(l) = J, M) = —JM"())J] . (3.25)

Durch Einsetzen von (3.25) in (3.21) werden inverse Matrizen zur Berechnung der
héheren Ordnungen fiir Magnetfelder ohne longitudinale Komponente vermieden,

z0(3,0) = —M(l)zn:/l IMT(I") ] [f(” (ni: z(® (Zi,l’),w)] dl'. (3.26)
j=2 "0 k=1 n

Speziell die 2. Ordnung lautet

R l —
73 (7,1 = —M(z)/ IMP(NY I F® (20 (2,0, 1) dl . (3.27)
0



Kapitel 4

Linearisierte Bewegung

4.1 Linearisierung der Bewegungsgleichungen

Entsprechend des in Abschnitt 3 hergeleiteten Verfahrens werden zuerst die Be-
wegungsgleichungen (2.28)-(2.33) beziiglich Z = (z,a,y,b,7,5)T linearisiert,

!/

¥ = a,
hoe
a/ = q |: — Vo (K:XByO —I_ axByO) —I_ (t‘{xExo —I_ aXEWXO):| r—q L a —I_
Povo YoPo,
g |: — Vo (HyByO + ayBy0> + (HyEXO + ayEXO):| Yy —I' iBIO b +
Povo Po
- Ex (me?)?
[XO (po’l)o —q (poc)4 EXO) 5 —I_ Ca )
y o=b
y o o= q q
- |:UO ("ix x0 + a BXO) (KZXEyO + a)<E1y0>:| T — _BIO a+
Povo Po
hoe
q U()(/iy XO—I_a B ) (t‘{yEyO—l'ayEyO) y—4q 0 b—l_
Povo VoPo,
Ky ( ny ) 5+ C,
Po’Uo PoC
[, [ h [/' 2\2
po= 0 Kx T — o liyy-l-qioch@oT Md.‘FCM
Povo Povo Po,; Poc (poc)
§ = %,0 (RxElo + (9XE10) r+ %Exo a + %,0 (ﬁyEIO + ayElO) y+ %Eyo b—
h ;
({ 0Po €o ) + 05 .
Ko po, (4.1)

Der Index 0 gibt das elektrische und magnetische Feld und deren Ableitungen auf
der Referenzkurve an, z. B. Fyy = Fy(0,0,1), 0xByo = 0xBy (0,0,1). Die Grofien

20
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C; stehen fiir die Terme 0. Ordnung,

Oa = Kx + ( - UOByO + EXO) 3
Povo
Ch = Ky + L<Uon0 + EyO) )
Povo
o = Fo(ho 1y (42)
Vo \Po, Po
ha
05 = %(E]o — oPo 50) .
1o Po;

Zur Linearisierung der Bewegungsgleichungen benétigt man die Entwicklung von
po, um po beziiglich §, von vy, um vy beziiglich § sowie die Entwicklung der
elektromagnetischen Felder um die Referenzkurve beziiglich = und y. Der Betrag

. 2
m=m(2) e (43

Aus der Energie-Impuls Beziehung E? = (pc)® 4+ (mc?)? erhélt man iiber die
Definition von § (2.27) die Verkniipfung zwischen dem Impuls p und 4,

von p liefert

1 1
p(d) = - K?+2ch2=—\/<poc)2+2Ix’o<h’o+mc2)5 + K367
C C

2K, Ko\*
= po\/1+ X05+<ﬂ> e
PovYo PocC
Ky
~ po 14 —-6 (4.4)

und daraus mit (4.3)

AufBlerdem gilt exakt

K,
my = m7y, + 6—205 (4.6)
Mit den gewonnenen Ergebnissen (4.5) und (4.6) a8t sich nun auch v = 2
linearisieren,
Ky
w  (1+5759)
u(d) = .
m70 (1 —I_ IX"O—}X—'(r)nc2 5)
Ko(mc?)?
~ 1 d) . 4.7
(14 G e 0
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Die Taylorentwicklung des stationiren elektromagnetischen Feldes um die Refe-
renzkurve ergibt

B ~ B(0,0,1) 4 8xB(0,0,1) z + 8,B(0,0,1) y, (4.8)

—

E ~ FE0,0,0) 4 0E(0,0,1) = + 8,E (0,0,1) y. (4.9)
Durch Einsetzen von (2.16) und (4.5) bis (4.9) in die Bewegungsgleichungen
(2.28)-(2.33) und unter Verwendung der Entwicklung T ~1—z,r <1 folgen
die linearisierten Bewegungsgleichungen (4.1) durch einfaches Sortleren nach der
1. Ordnung.

Bisher wurden an die linearisierten Bewegungsgleichungen keine Bedingungen
hinsichtlich ihrer Referenzkurve gestellt. Wahlt man als Referenzkurve die Bahn
des Referenzteilchens, verschwindet die 0. Ordnung der Taylorentwicklung, wie
in Abschnitt 3 formal gezeigt wurde. Tatséchlich sind die C; (4.2) nun Null: Auf-
grund der Gleichungen (2.44) und (2.45) verschwinden C, und C und wegen

h() = 17p01 = Po Vo, = Vo und &g = E]O (410)
sind C; und Cj identisch Null. Mit (2.44), (2.45) und (4.10) lauten die lineari-

sierten Bewegungsgleichungen (4.1)

=a,

2
|: < ) UOByO —I' ExO) —I' g ( - UOaXByO —I' aXEXO>:| T —
Povo PoVo

2
Eypa—+ [ ( g ) (Uono + EyO) (UoByo — ExO) + g ( — o0y Byo +
Povo Povo Povo

gt~ 0B+ B2~ (27)] 5

0 Exo)} y—l— Blob

y' =b,

2
b = |: < 7 ) (’UOBX() + EyO) (UoByo - EXO) + 1 (anxBXO + aXEy0>:| T =
PoVo Povo

2 2
iBlo a+ [ - ( g ) (Uono + EyO) + g (anyon + ayEy0>:| y—
Po Povo Povo

q Ky Vo 2
Fiob— 7{ Bw+ E (2 % )}5
o 10 (Po’Uo) Vo Dxo + Fyo <c>
[Xfo ( [/(0 2
T =g———( — v B —I-EX>.TL‘—|- (vBX—I—E> + Fior +
q(povo)Q 0Dyo 0 q(povo)2 0Dx0 yo | Y q(p ) 10
(Komc?)?
75’
(poC)4

2

§ = [ - ~ E10< — voByo + Exo)
vopo Ko

+ %aXE10:| T+ %EXO a-+
[\0 [XQ
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2
q q q q
_ E ( Buo+ E ) 95 F A pob—Lp.s. (an
+ [ - 1ol vobxo + foyo ) + KoY 10} y+ e y0 o 10 ( )

4.2 Integration der linearisierten Bewegungsglei-
chungen

Im Folgenden werden nun fiir die Drift, den Quadrupol, den keilférmigen Dipol,
die Kombination von Quadrupol und Dipol sowie den dejustierten Quadrupol und
den Sextupol die Bewegungsgleichungen 1. Ordnung in der ,Sharp cut-off fringe
field“ (SCOFF) - Naherung integriert. In dieser sogenannten ,Kastenfeldnihe-
rung“ enden die elektromagnetischen Felder abrupt. Da sich aus der Losung fiir
die Kombination von Dipol und Quadrupol diejenigen fiir Drift, Quadrupol und
Dipol sofort ablesen lassen, werden die Ergebnisse fiir diese drei ohne Herleitung
angegeben.

4.2.1 Drift
Die 1. Ordnung der Bewegung im feldfreien Raum gehorcht der Gleichung

Z = Mp.g 2 mit (4.12)
17 0 00 0
01 00O 0
001 1710 0 _
Mpig = 00 010 0 (4-13)
00001 ﬁ
000 0O 1

4.2.2 Quadrupol

Im exakt justierten (ebenen) Quadrupol wirkt auf das Referenzteilchen keine
Kraft. Das Magnetfeld des Quadrupols lautet

Bowaar(z,y,1) = wf% (y&x + 28,) (4.14)

mit wy = /k, als Quadrupolstirke. Die Quadrupolstarke k, wird im Rahmen
dieser Diplomarbeit immer als positive Gréfle angenommen. Die 1. Ordnung der
Bewegung berechnet sich dann zu

7 = MQuadrgi (415)

mit der Matrix Mg,,.q,
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Mg uadr
coswil wl—l sin wy ! 0 0 0 0
—w; sinwy !l coswyl 0 0 0 0
0 0 cosh w; ! wl—l sinhw{ 0 0
0 0 wysinhwyl  coshwil 0 0 (4.16)
0 0 0 0 L ooy
0 0 0 0 0 1

4.2.3 Keilférmiger Dipol

Der (ebene) Dipol ist exakt ju-
stiert, wenn das Referenzteilchen ® B
eine Kreisbahn in der Schmiege- P
ebene, die durch den Tangential-

und den Normalenvektor gebildet / Lges
wird, durchlauft. Das Dipolfeld / — Referenz-
lautet dann ?{V teilchen
éDip(wvyal) = Bgy = Lo? gy /
qlges '
(4.17) ¢

mit [ges als Weglinge des Refe- Abbildung 4.1: Der keilférmige Dipol
renzteilchens im Dipol und ¢ als

Keilwinkel.

Denn betrachtet man in karthesischen Koordinaten é , €y , €, das Dipolfeld B=
Bé,, dann ergibt die Bewegungsgleichung (2.1)

. qB
Px = —py, (4.18)
my
: qB
_ B 4.19
Py m7p ( )
p, = 0, p, =p,, = const.. (4.20)

Durch Ableiten von (4.18) und Einsetzen von (4.19) folgt

) B\
mry
Die Integration unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen py(0) = py, und

px(0) = %pyi fithrt zusammen mit (4.18) auf die Drehung des Anfangsimpulses

— . =
p; um die €,-Achse,

Bt Bt
Px = Py, COS (q_) + py, sin (q_) \ (4.22)

mry mry
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Bt Bt
Py = —DPx, sin (q_) + py, cos (q—> . (4.23)
my mey

Der Drehwinkel des Teilchens betragt also ¢ = qTBZ, womit (4.17) gezeigt ist.
Die Matrix Mp, der linearen Bewegung lautet

cos wayl wl—2 sin wyl 0 00 z% wl—2 sin? 721
—wgq 1N woyl cos wyl 0 0 0 plg;jo sin wyl
0 0 1 710 0
0 0 010 (4.24)
- T Y 2 ~ .
—p{;fo sin wyl —2%5—2 in? “’721 0 0 1 (%) { — [+ <£)2w1_2 smwgl}
0 0 0 0O 1
mit wy =

lges '

4.2.4 Kombination von Quadrupol und Dipol

Das iiberlagerte Magnetfeld eines Dipols und Quadrupols lautet mit (4.14) und
(4.17)

Brcomb = %mye; + (W + win)Ey) . (4.25)

Die linearisierten Bewegungsgleichungen fiir dieses Magnetfeld folgen durch Ein-
setzen in (4.11),

-

Ky

' =a, a = —(wf + w%):z: + w4, (4.26)
PoYo
y' =b, b =wly, (4.27)
[/ [/’ 2
T/:—iwgl‘%-(X(Jch)(g, §'=0,8=4. (4.28)
Povo (poc)
Durch Ableiten von z’, 2" = a’ und Einsetzen von a’ erhalt man die Differential-
gleichung
[/7
x4+ (w% + w%);r: _ Zlowr & . (4.29)
Povo

In die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung

[/(0 Wa

= AcosQl+ BsinQl + povomé} mit Q2 = wf + wg (4.30)
werden die Anfangsbedingungen
[/(0 Wa
J/’(O) = I = A + povoﬁ(si, (431)

2'(0) = ai= BQ (4.32)
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eingesetzt,
i 2K, Ol
xr = x;cos QO + aﬁsin Ol + pozz %51 sin? 5 (4.33)
Aus a = z' berechnet sich
) Ko wq .
a = —x;sin Q + a;cos O + —&;sin Q1. (4.34)
Povo €

Analog entkoppelt und l6st man die Gleichungen (4.27),

b .

y = wyicoshwil+ —sinhwl, (4.35)
w1

b = wy;w;sinhwl + b;coshwl. (4.36)

Die Integration von 7/, (4.28), unter Verwendung von (4.33) ergibt

[/(0 Wa . 2[/(0 Wa .9 0l [/(0 Wo\ 2 sin 1
= 2 2asinQl - 2 2 aisin? — + 7 { =2 —1
T ot 0 T; sIn Dot QQa Sin 5 + 7+ <P0U0 Q) 0 ) +
Komc? o
1} 5. 4.37
(o) (437)

Damit schreibt sich die lineare Transfermatrix M, .;, fiir den kombinierten Dipol-
Quadrupol

cos O %sinﬂl 0 0 0 2%% i 2%
—sin Q) cos 0 0 0 z% “ sin
0 0 cosh w,( wl—l sinhw;l 0 0
0 0 wysinhw;l  coshwil 0 0
— Koz sinQ 2Rt in? 4 0 0 1 Mse
0 0 0 1
. Ky ws 2 sin £/ Komc? 2
t Msg = —= — 1 [. 4.38
" " <P0U0 Q) ( * Q ) * ( (poC)2 ) ( )

Falls wy = 0 und damit © = w; ist, erhédlt man fiir den Quadrupol mit

_70_1£22_70_12_ 1
MSG_( ’702 <’U0‘)>l_<’yg—1> _(,YO_I_l)gv (439)

seine lineare Bewegung (4.16) aus (4.38).
Verschwindet andererseits wy, liefert (4.38) mit = w,, dem Grenzwert

. wr1)3
. sinhwy! ) wll—l-%—l-"'
lim = lim :
w1 —0 w1 w1 —0 w1

=1 (4.40)
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sowie
K 1 Ky \ 2 sin wsyl
Povo Yo Povo wa
_ _<ﬁ)2l—|— <[/(0 >QSiHUJ2l (441)
PoC Povo wa

die Dipolmatrix Mp,, (s. (4.24)).
Die Matrix im feldfreien Raum (wy,wy; = 0) folgt dann z.B. aus der Quadrupol-
matrix Mg, .4, mit Hilfe der Grenzwerte

inwl ] — M e
lim 20 g ST T (4.42)
w1 —0 Wl w1 —0 (,()1

inh w,/ R CIL
lim Sl g (4.43)
w1—0 w1 w1 —0 w1

4.2.5 Dejustierter Quadrupol

Ist der Quadrupol nicht exakt justiert und der Mittelpunkt des Quadrupols ge-
geniiber der Referenzkurve verschoben, sieht das Referenzteilchen ein Dipolfeld,
das relativ zum Quadrupolfeld gedreht sein kann. Um die Empfindlichkeit ge-
geniitber Magnetfeldabweichungen zu untersuchen, ben6tigt man die Transferma-
trix fiir die Kombination von Dipol und gedrehtem Quadrupol, deren Magnetfeld
entsprechend (4.14) und (4.17) durch

cos2a —sin2a 0 y
BDejll(xayal) - wf@ sin 2« cos 2« 0 T _|_w2@ 1
7 0 0 1 0 q 0

= B [(w%(—x sin 2a + y cos 20/))5; + (wf(:l? cos 2a + y sin 2a)
q

+w;) €y } (4.44)

beschrieben wird. Damit wird auch die dejustierte Kombination von Dipol und
Quadrupol erfaft. In diesem Fall sieht das Referenzteilchen ein Dipolfeld, das sich
aus dem eigentlichen Dipol der Kombination sowie dem Dipolfeld des dejustier-
ten Quadrupols zusammensetzt, und einen relativ dazu gedrehten Quadrupol. Mit
Hilfe der Ergebnisse ist dann eine Analyse dejustierter Magnetfelder moglich. We-
gen der Punktsymmetrie des Quadrupols fiihrt bereits die Drehung um o = 7 zur
Umkehrung der Feldlinien und die Drehung um o = 7 zum urspriingliche Feld
zuriick, so dafl zum einen der Faktor 2 zusétzlich im Argument der trigonome-

trische Funktionen benétigt wird. Damit ist auch der Winkel o auf das Intervall
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[0, 7] bzw. dquivalent auf [—7, 2] beschrankt. Durch Einsetzen von (4.44) in die

linearisierten Bewegungsgleichungen (4.11) ergibt sich ein Differentialgleichungs-
system 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten,

¥ = a, (4.45)
[.f
d = —(w)+w;cos2a)r + wiysin2a + . Wl , (4.46)
PoYo
y = b, (4.47)
V¥ = —wizsin2a+ wiycos?2a, (4.48)
K Kome?\ 2
o= e ()8, (4.49)
Povo (poc)
¢ = 0. (4.50)

Da die Variable 7 bis auf ihre Ableitung nicht vorkommt, wird das sechsdimen-
sionale System auf ein fiinfdimensionales reduziert,

7 = AZ,Z(1=0)=2 mit (4.51)
i = (z,a,y,b,8)", % = (xi,ai, s, b5, 6)7 und (4.52)
0 1 0 0 0

—(wi +wicos2a) 0 —wisin2a 0 Y%wg
A = 0 0 0 1 0 : (4.53)
—w? sin 2a 0 wicos2a 0 0
0 0 0 0 0

Der Loésungsansatz ahnelt dem Ansatz bei eindimensionalen Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten,

7 = veM (4.54)

wobei A und ¢ konstante GroBen sind. Wie man durch Einsetzen in (4.51) erkennt,
Av=\u, (4.55)

sind A und v die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A . Falls der Eigenwert
und der Eigenvektor komplex sind,

/\1/2:Oé:|:i/8,?71/2:ﬁj:i'u_j, (456)
berechnen sich die beiden Lésungen /5 zu
Ty/g = ¢! (@ cos Bl — b sin Bl) % ie™ (i sin Bl + 1 cos G) . (4.57)

Aufgrund der Linearitat der Matrizen und der ersten Ableitung gilt das Super-
positionsprinzip: Die Addition bzw. die Subtraktion der komplexen L&ésungen,
verbunden mit der Multiplikation von % bzw. %, ergibt zwei relle Losungen,

= (il cos Bl — wWsin pl), (4.58)
= ¢!(d@sin Bl + @ cos Bl). (4.59)

ST
—

(3]
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Analog werden aus den reellen Eigenwerten und Eigenvektoren der Form
Mjp = ta, vy =u W (4.60)
die Losungen
F1j9 = (il £ D) (4.61)
durch Addition und Subtraktion zu

= tcoshal + wsinhal, (4.62)
= wsinh ol + @ cosh al (4.63)

81 8y
-

(3]

umgeformt. Es werden fiinf unabhéangige Einzellésungen des Differentialgleichungs-
systems fiir die fiinf Anfangsbedingungen und damit fiinf linear unabhangige Ei-
genvektoren bendtigt. Falls die Matrix A keine fiinf unabhéangigen Figenvektoren
besitzt, berechnen sich die bendtigten partikularen Losungen aus den wverallge-

meinerten Eigenvektoren. Falls z.B. zu einem dreifachen Eigenwert A nur ein

Eigenvektor o} gehort, lauten die partikuliren Lésungen neben 7, = M)

Zl_’,')g = (’172 + tl_))l) 6/\1 und (464)
t2
fg = (173 + tﬁg + 5171)6)\[ (465)
mit den Gleichungen fiir die verallgemeinerten Eigenvektoren v, und vs

(A =My5) B = i, (4.66)
(A - )\l5><5> ?73 = 172 . (467)

Die Ableitung von (4.64) und (4.65) fiithrt, wie man leicht sieht, auf die Gleichung
der verallgemeinerten Eigenvektoren (4.66) und (4.67).
Gleichung (4.55) besitzt nur dann eine nichttriviale Losung, wenn

det(A —AI)=0, —/\(/\4 + wg/\Q — (wf + (w1w2)2 cos 2a)) = 0 (4.68)

ist. Durch Substitution A? = wu erhilt man fiir die Klammer eine quadratische

Gleichung
2 2. (A 2 _
u” + wyu — (W) + (wiwz)” cos2a) =0, (4.69)

deren Losungen

—w? 4+ y/wi + 4w + wiw? cos 2a)
2
—w? + \/(w? + 2w? cos 2a)? 4 4wl sin? 2a

- . (4.70)

Urj2 =
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sind. Wie an der Umformung deutlich wird, ist der Term unter der Wurzel im-
mer nicht negativ und somit die Wurzel reell. Mit (4.68) und (4.70) sind fiinf
Eigenwerte gefunden

AI/Q = :i:l /’Ll — il\/w% —I_ \/(w% —I_ QW% COSs 20[)2 -I— 4(,()11 Sin2 20{

4.71
2 Y ( )
—w2 4 w2 + 202 cos 2a)? + 4w sin? 2a

Betrachtet wird zunachst der Fall, daf} die fiinf Eigenwerte verschieden und somit
die zugehorigen fiinf Eigenvektoren linear unabhéngig sind.
Untersucht wird das Verhalten von A3/, anhand des Terms in der inneren Wurzel

wy + 4w} (w? 4 w5 cos 2a)

1. Falls o im Intervall [-F, 7] liegt (vgl. mit Intervall auf S. 28), gilt cos 2a > 0.
Folglich erhélt man

—w% + \/w§ + 4w} (wi + w} cos 2a) > 0,

also ist Az/4 reell.

2. Falls dagegen a im Intervall [—Z, —%] oder [T, 7] liegt und somit cos2a

kleiner als Null ist, mufl man drei weitere Félle unterscheiden:

(a) Denn falls w} — w3 |cos 2a| > 0 und damit |cos 2a| < (3—;)2 ist, bleibt
As/4 weiterhin reell.

(b) Wenn jedoch |cos 2a| > (Z—;)Q ist, sind die Eigenwerte A3/ rein ima-
ginar

L w2 — /(w2 + 2w? cos 2a)? + 4wl sin? 20
i .
2

ima __ _ ¢ ima __
3/4 = tipg™ =

(4.74)

¢) Fiir den Fall |cos2a| = (91)? stimmen die Eigenwerte As/q und s
w2 g /

iiberein. Auf diesen Fall wird weiter unten ausfithrlich eingegangen.

Die Fallunterscheidungen, die aus mathematischen Uberlegungen eingefiihrt wur-
den, sind auch aus anschaulichen Griinden notwendig: Falls das Dipolfeld ver-
schwinde, wiirde ein Drehwinkel grofer als 7 die rdumlichen Bereiche mit fokus-
sierender und defokussierender Wirkung vertauschen. Das zusétzliche Dipolfeld
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bewirkt aufgrund seines keilférmigen Aufbaus eine Fokussierung der Teilchen in
€x-Richtung hin zur Referenzkurve (s. Abb. 4.1). Fiir Drehwinkel groBer als 7,
fiir die der Quadrupol in € - Richtung defokussiert und der Dipol in der gleichen
Richtung fokussiert, hingt das Verhalten vom Drehwinkel und den Starken der
Magnetfelder ab (s. Fallunterscheidung 2.(a), 2.(b) und 2.(c)).

Im néchsten Schritt werden die Eigenvektoren durch Losung des Gleichungssy-
stems

(A = XL, t=0,i=1,...,5 (4.75)
bestimmt,

’171/2 = 01/2 [61 + 11171] (476)

(wg—}-Zw% cos 2a)+\/(w§+2w% cos 2a)2+4w‘11 sin? 2a
2

0

= C1/2 [ u)f sin 2« +i
0
0

0
\/w§+\/(wg+2wf cos 20z)2+4z.u‘11 sin? 2a (w§+2wf cos 2a)+\/(u)§+2w% cos 201)2+4t.u‘11 sin? 2«
2 2
0

2 2 2 2 4 2
9 - w2—|—\/(u)2 +2w? cos 2a)? +4ws sin® 2o
wy sin 2&\/

2
0

(4.77)
Falls A3/4 reell ist, lautet der zugehérige Eigenvektor

Usjs = Cs)a [tl3 + W3] (4.78)

(w%—}-?w% cos 2a)—\/(w§+2w% cos 20z)2+4u/11 sin? 2a
2

0

= C3/4 [ wi sin 2a +
0
0

0
\/—wg+\/(w§+2wf cos 20[)2+4z.ui1 sin? 2a (w§+2w% cos 2a)—\/(w§+2wf cos 20z)2-|-4z.ui1 sin? 2a
2 2
0
9 - —wg—}—\/(u)g—}—Qw% cos 20z)2—|—4w‘11 sin? 2o
w7 sin 2a

2
0

(4.79)
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—ima

Ist A3/4 dagegen rein imagindr, gilt fiir den Eigenvektor U374
Uiy = iy s £+ i

(w§+2w% cos 2&)—\/(w§+2w% cos 20z)2+4u/11 sin? 2a
2

) 0
_ ima . .
= C3/4 w? sin 2a +1i
0
0
0
wg —\/(wg—}—Qw% cos 20z)2—|—4u/11 sin? 2« (w%—}-?w% cos 204)—\/(1.«)%—}—2(4)% cos 201)2—}—4(4)‘11 sin? 2
2 2
0 ;
9 . wg —\/(wg—}—?w% cos 2a)2+4w‘11 sin? 2«
wy sin 2a 5
0
(4.80)
Wy B cos 20
Povo
0
g _ Ky o €
Us = 5| way -sin 200 | . (4.81)
0

w? + w3 cos 2a

Fiir reelle Eigenwerte A3/4 setzt sich die allgemeine Losung entsprechend (4.58),
(4.59), (4.62) und (4.63) aus einer Linearkombination von fiinf Einzellésungen
zusammen,

—

T = A(uycospil — Wy sinpql) + B (uy sin pyl + Wy cos puyl) + C (us cosh psl
+s sinh pgl) + D (w3 sinh pgl + W3 cosh psl) + Evs . (4.82)

Die Koeffizienten A, B, C, D, E berechnen sich aus der Anfangsbedingung (4.51).
Bezeichnet man zur vereinfachenden Darstellung den i-ten Zeileneintrag der Vek-
toren @; und w; als u;; und w;;, lautet das Gleichungssystem der Anfangsbedin-
gungen

r; = Aup+ Cuis+ Evgs,
ai = Bwy + Dwss,
yi = Ausy+ Cuss + Fuss, (4.83)
bi = Bwy + Dwss,
(Si = E’U55 .
Die Losung
A = Uss 2 — u13 yi — L U15U33 — VU3s5U13 51 :

U11U33 — U31U13 U11U33 — U31U13 Us5 U11U33 — U31U13
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Wa3 w23
B = a; — bi 5
Wa1W43 — W41W23 W91 W43 — W41W23
us31 U11 1 visusr — vssun
¢ = - T + Yi + — di
U11U33 — U31U13 U11U33 — U31U13 Us5 U11U33 — U31U13
Wq1 Wa1 4.84
D = — a; —|— bi 5 ( )
W21W43 — W41 W23 W21W43 — Wy1W23
1
E = —§
Us5

wird in (4.82) eingesetzt, und # nach den fiinf Anfangskoordinaten i, a;, yi, b;, d;
sortiert. AnschlieBend werden die Vektoren w;, v;, i; eingesetzt, und der erhaltene
Ausdruck vereinfacht. Integriert man mit Hilfe der nun gewonnenen Ergebnisse
fiir © und ¢ (4.49) unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung 7(l = 0) = m,
erhialt man zusammen mit obigem Ergebnis ¥ die linearisierte Bewegung des
dejustierten Quadrupols fiir den Fall

2 I 2
ae[—%, g] oder |af 6[%, g] A |cos 2a < i—% =k, ( i; ) (4.85)
My, M, My My 0 M
My, My, My Mz 0 M
M3 M4 M3 Mss 0 M3
Macju = 7M23 M3 7M43 M3z 0 pI;SO waMi4 (4.87)
plggo woMiy Msy —p{)‘go woMisy Mss 1 Msg
0 0 0 0 0 1

Zur einfacheren Darstellung der Matrixelemente werden héufig vorkommende
Ausdriicke sowie trigonometrische Funktionen wie folgt ersetzt

£ = \/(wg + 2w? cos 2a)? + 4w sin® 2ar,

— w% + 5 — ﬂ ima — w% - 5
1 9 3 M3 \l 9 3 H3 9 )

m =l p = pal, q = ps™,
_ (s + pime) 1 ¢ — (1 — pim) 1
2 ’ 2 ’
. .om
sin m = sm, sm?:smh, cosm = cm,
sinh p = shp, sinh% = shph, cosh p = chp,
: _ .9 _
sin q = sq, sm;—sqh7 cos q = cq,
sinr = sr, cos r = cr,

sint = st, cost = ct,
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F_ w2 + 2w} cos 2a G_ w? sin 2a B Wy
o ¢ ’ - £ ’ w? + w?cos2a’
| — 2wi + w3 cos 2a 7 J— Ko . (4.88)
4 Po?vo
Damit lauten die Matrixelemente
1
M, = 5[(1—|—F) cm + (1 —F) chp],
10 sm shp
My, = = 1—|—F——|-1—F—},
o= 5 |0+R T 0-p2
M3 = Glem — chp],
My = G| Sh_P}
L H1 H3
JH
Mg = ——|[cos2a(2— cm — chp)—1(cm — chp)],
1
My = S[=(1+F)prsm + (1 —F)psshp] ,
My = _G[,ulsm —I_ILLSShp]?
H
My = J? [(1 + cos 2ar) 11 sm + (I — cos 2a) psshp ]
1
Mss = 5[(1—F) cm + (1 +F) chp],
1 sm shp
My = = 1—F——|—1—|—F—},
o 2 {( ) Ha ( ) M3
2
Mss = JHsin 2a [smh2—|— ;—z(cm — chp) — shth] ,
1
My = [ (1=F)usm + (1 +F)pusshp] ,
smh 2 shph?
Ms, = —wsld [(1+F) — +(1—F) p2 ] ;
1 H3
h? hph ?
M54 = —QCUQJG |:Sm2 - > p2 :| ,
M1 H3
My = lJ2H [ﬂ(l + cos2a) sm — ﬂ(l — cos 2a) shp} +
2 H1 K3
Kome?\’
—J2Hw2cos2a—|—< 0 2) [. (4.89)
(Poc)

Im zweiten Fall, fiir komplexe Eigenwerte /\iSI‘/“fli

und Eigenvektoren 7im? lautet der

3/4

Ansatz fiir die allgemeine Losung entsprechend (4.58), (4.59), (4.62) und (4.63)

—

— @5 sin pi"™1) + D (s sin pi™1 + 0

£ = A(tcospyl — by sinpql) + B (dysin gl 4+ Wy cos pil) + C (s cos py

—ima

ima.l

Cos ,ugl) + Evs . (4.90)
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Aus der Anfangsbedingung (4.51) ergibt sich formal das gleiche Gleichungssystem
(4.83), jedoch miissen die Komponenten des Vektors s, wos und wys, durch die
Komponenten des Vektors wim®, wil® und wih?, ersetzt werden. Bis auf diese Kor-
rektur wird das Ergebnis fiir die Koeffizienten A, B, C, D, F2 (4.84) iibernommen.

Das weitere Vorgehen erfolgt analog wie im ersten Fall (s. Bemerkungen auf S.
33). Die linearisierte Bewegung, die sich auf diesem Weg fiir

2 I 2
o 6[%, g] A |cos 2a] > % =k, < 2) (4.91)
2

ergibt, wird ebenfalls durch (4.86) und (4.87) beschrieben, wobei zur Darstellung

der Matrizenelemente wiederum die Abkiirzungen (4.88) verwendet werden,

Myy = crct —Fsrst,
1 sm s
My, = - (1+F)—+(1_F) il(jqa:|7
21 [ 13
Mz = —2Gsr st
Vi = G-
L K1 M3
M = JH[cos2a (1 — crct) + Isrst],
1 .
My = —5[(1+F)M15m +(1—F)Mgmasq]’
My = G[—pism +pi™sq]
JH .
My = 7[(I—|—c032a),ulsm — (I = cos 2a) ™ sq | ,
Mss = crct 4+ Fsrst,
1 sm S
M = So-pTenen S
2 M1
w2
Mz = —JHsin2« [—1—|— crct—l—??srst],
1 .
My = —5[(1—F),ulsm +(1+F)p™sq] ,
smh 2 sgh 2
My = —Ju |[(14F) 20—+ (1—F) 12]
P (p5™®)
h? h?
M54 = —ngJG Sm2 — Sg 2]
e (™)

1
Mss = 5J?H [ﬂ (I + cos 2a) sm — (ﬁia (I — cos 2a) sq} +

H1 H3

9 Komdc? 2
—wy cos 2ad°H + — [
(POC)
(4.92)



KAPITEL 4. LINEARISIERTE BEWEGUNG 36

Untersucht man die auftretenden Nenner hinsichtlich ihrer Nullstellen, st68t man
auf die gleichen Bedingungen an den Drehwinkel o und die Polstirken w; und
wy, die sich auch aus der folgenden Betrachtung tibereinstimmender Eigenwerte

(4.71) bis (4.73) ablesen lassen,

Aj2 = Asja, (wg + 2w? cos 201)2 + 4w sin® 2a = 0 (4.93)

Die Summe aus den beiden nichtnegativen Summanden verschwindet fiir
wi 4 2w? cos2a =0 A sin2a =0, (4.94)
wi = 2w? A o= :I:g. (4.95)

Das Differentialgleichungssystem aus den Bewegungsgleichungen (4.45)-(4.50),
das man fiir die Bedingung (4.95) erhélt, ist weitgehend entkoppelt,

¥ = a,
1 [/7
a = ——w%x%— 1o w4,
2 PoVo
y = b,
1
b/ = _§w§y7
K K 2\ 2
TI = —Woy XO.f[f‘|‘(X0Tan> 5,
Povo (POC)
§ = 0. (4.96)

Bei der Losung, analog wie im Fall der Kombination von Dipol und Quadrupol

(s. 4.2.4), erhalt man mit @* = % fiir die Matrix My, der linearen Bewegung

cos Wl % sin wl 0 0 0 2;/031;'0 ;j sin’ %l
—w sin wl cos Wl 0 0 0 \/_I‘O sin @l
0 0 cos Wl % sinwl 0 ()
0 0 —wsinwl  coswl 0 0
\/_I‘O sin Wl —2;{%% sin? %l 0 0 1 Msg
0 0 0 0 0 1

mit Moo = (K0 T4 ()]

Der Teilchenstrahl wird demnach in - und y- Richtung mit gleicher Starke fo-
kussiert.

(4.97)

Der zweite Fall, der niher untersucht wird, resultiert aus der Ubereinstimmung
der Eigenwerte A3/, und s,

2
A3js =0 = A5, cos2a = —<ﬂ> )

w32

(4.98)
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Daraus folgen die Forderungen
s W}
472
Um sin 2a eindeutig durch (4.98) zu ersetzen, wird eine weitere Fallunterschei-
dung vorgenommen,
Y :
ae {Z, 5} , sin2a = V1 — cos? 2a (4.100)
Qe {—g, —%} , sin2a = —v/1 — cos? 2. (4.101)
Fiir beide Falle erhdlt man drei Eigenwerte und nur drei linear unabhangige

w; <wp und |ae [

(4.99)

Eigenvektoren, so dafl das beschriebene Verfahren iiber die verallgemeinerten Ei-
genvektoren angewandt wird. Nach Bestimmung der fiinf partikuldren Losungen
wird das Differentialgleichungssystem analog wie im allgemeinen Fall (s. S. 32ff.)
gelost.

2
Fiir den Fall cos2a = —(Z—;) o€ [4, 2] berechnet sich der lineare Anteil der
Phasenraumbewegung zu
[ M, M, M, Mig 0 Mg
M3, My, M3, M 0 p230w2M182
My M; M3 M3, 0 M;,
Mo = N by 5 o o 0 rs 4.102
= deiu M3, M7y /7M43 M3 0 pIO‘SOMMM ( )
—enea My =My — s Mp Mg 1 Mg
0 0 0 0 0 1

2
Fiir den Fall cos 2o = — (‘“—1> , (e [—g, —ﬂ erhilt man

w2

( M, M7, — M7, —M;, 0 i Mz,
Mz, M, — Mz, —Mi; 0 pgi?o wy M7,

_MS _MS MS MS 0 _M's
Maeju = - y 2 o o B 4.103
ldeju M23 _M13 M43 ]\433 0 — plggo Ws ]\414 ( )

K s s K s s R

p;joszm — M7 po‘ﬁoszM M3, 1 M,

0 0 0 0 0 1

Mit der Abkiirzung w2, = \/wj — wi lauten die Matrixelemente

wl + wred cos wal

s —
Mll - 4 )
Wa
4 4
ME - wiwal + wi g sinwsyl
12 - 5 ”
Wa
2 2 2 wyl
M — 2wiwp g sin” 2
13 — 4 3
Wa
2, .2 :
ME W% (wal — sin wyl)
14 5 )
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- 4 272 4 2wl
Ky wijwyl” + 4wy, 4sin o

S J—
Mig = B 5 g
Povo Wy
4 .
M -  Wred sin wql
21 3 ”
Wy
2.2 o
ME - Y% sin wapl
23 3 ’
Wy
4 4
ME - Wieq T Wi coswsl
3 4 ”
Wa
4 4.
ME - wredl_l_wl sin wayl
34 4 5 )
Wa Wa
Ky w?w? wql
1 . 2
M, = ——75“3(1 w§l2—4s1n2— ,
2pove w3 2
4 .
ME - W sin wql
43 3 ”
Wo
% 2 - 2 4 373 4 4
ME <]&0mc )QZ B l ( Ky ) wiwy [ 4 bwawy 4l — 6wy 4 sin wyl
56 — 7 = .
(poc) 6 \ povo ws

(4.104)

Da die verallgemeinerten Eigenvektoren den Term y/wj — w{ im Nenner enthal-
ten, wird der Fall w; = wy A o = £7 getrennt behandelt. Die Integration der
Bewegungsgleichungen (4.45)-(4.50) ergibt in diesem Fall die lineare Bewegung

1 I 0 0 0 Boy/?

2pguo

0 1 0 0 0 o

0 0 coswy ! sinw ) 0
M . = w1 4105
—deju 0 0 —wysinwy ! coswyl 0 0 ( )

_z%wll - 25;%0 wil? 0 0 1 Msg

0 0 0 0 1

t M ([/(OmCQ)Ql 1 < [(O )2 2l3 (4 106)
mi = - = wil”. .
" (POC)2 ' 6 \ povo !

Die Teilchenbahnen werden also in der y-Ebene fokussiert, wiahrend sich in der
z-Ebene die Fokussierung des Dipols und die Defokussierung des Quadrupols
aufgrund der gleichen Polstarken gerade kompensieren.

4.2.6 Sextupol

Im exakt justierten (ebenen) Sextupol wirkt auf das Referenzteilchen keine Kraft.
Das Magnetfeld lautet

ésext (z,y,1) = ksext (2:1?ng + (3:2 — y2) é'y) ) (4.107)
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Da das Magnetfeld des Sextupols ausschlieBlich Terme 2. Ordnung in den Raum-
koordinaten z und y enthélt und k¢ und &y verschwinden, stimmt der lineare
Anteil der Bewegung mit dem der Drift iiberein,

MSext = MDrift . (4-108)



Kapitel 5

Quadratische Anteile der
Bewegung

Da Drift, Quadrupol, Dipol, somit auch die Kombination von Quadrupol und
Dipol und der Sextupol keine Magnetfeldkomponente in € -Richtung langs der
Referenzkurve besitzen, wird die 2. Ordnung der Bewegung mit (3.27) bestimmt.
Die Entwicklung der Bewegungsgleichungen (2.28)-(2.33) bis in 2. Ordnung Pha-
senraumkoordinaten, das Finsetzen der linearen Bewegung aus Kapitel 4 sowie
die Matrizenmultiplikationen und die Integration werden mit Hilfe von Mathe-
matica durchgefithrt. Zur einfacheren Umrechnung werden die Groflen Impuls
po = mAovp und kinetische Energie Ky = m~yc? — mc? durch g ersetzt. So lauten
die haufig vorkommenden Quotienten Lo = 20_ ypd Kome® — _1_ Die Er-
. . Povo Yo+1 (poc) Yo+1
gebnisse werden in einer allgemein iiblichen Form dargestellt, in der das Monom
xhx gFa yby pho £hr §Fs durch kxkakykpk, ks angegeben wird. Da sich groBere Aus-
driicke kaum wiederholen und der Rechengewinn durch Ersetzen der kleineren,
ofter auftretenden Terme gering ist, wird bei der Darstellung der 2. Ordnung -

auch aus Griinden der einheitlichen Darstellung mit der ersten- auf das Ersetzen

von Termen verzichtet.

5.1 Drift

Fiir den feldfreien Raum lautet die 2. Ordnung der Bewegung

v | kykakykpk, ks

-] 010001

Yo+1

y | kkakykpk, ks

-0 000101

Yo+1
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T kkakykk ks
—5e2sl || 020000
— 52l || 000200
—3esl| 000002

5.2 Quadrupol

Fiir die 2. Ordnung des Quadrupols erhélt man

T kxkakykpk. ks
ﬁlwl sin wy! 100001 ,
_2w1(ww(za+1)(wll€08w1l + sinw; ) 010001
a kxkakyknk, ks
mwl (wil coswil — sinwsl) 100001 ,
Toe gy lwr sinwil 010001
Yy kxkakyknk, ks
—2(%704_1)[(,01 sinh wy/ 001001
— stta (wil coshwil + sinhwy ) | 000101
b kxkakyknk, ks
mwl(—wll coshwyl + sinhwy!) 001001
—ﬁlwl sinh wyl 000101
T kykakykyk,
mm(—zﬂll + sin 2w () 200000
2o Sin’ wil 110000
—5orer (2wl + sin 2wy 1) | 020000
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T

xkeakey Ky

Yo
8(v0+1)

wi (2wl — sinh 2w 1) 002000

Yo
2(vo+1)

sinh? w;l 001100

20— (2w; ! + sinh 2w, ) 000200

B 8(vo+1)wr

3_7
2 (v+1)3

000002

5.3 Dipol

Fiir den Dipol lautet die 2. Ordnung der Bewegung

X

exkakey o ker s

— %wg sin? wyl

200000

% sin 2wl

110000

2

igcosu@lsﬁf-4ﬁ 020000

_ 1 g2 el
w2 2

000200

20 gin? wyl

100001

Yo+1
__1
2wz vo+1

sin 2wyl 010001

1+2'yg cos? %21 )
—— 3 — SIn
wa(1470)?

wal 000002

2

a

xkakey ko ker s

—% sin wql

020000

—% sin wql

000200

1 .
o1z S0 wol

000002
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y Fexkeaey o Koy s

sin wyl 100100 ;

2 gin? w2l 010100




y kekakey ko ke s

— L Bosinwl | 000101 |

T kxkakykyk, ks
— g sinwyl 020000
— g sinwyl 000200
oy Sinwal 100001
ey Sin’ 44 010001
— 5 e sinwsl | 000002
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(5.3)

5.4 Kombination von Quadrupol und Dipol

Die Berechnung der zweiten Ordnung fiir die Kombination von Quadrupol und
Dipol liefert

v bk ki ki ks
. w2(7w%+3w§+(5uﬁ+3wg) cos Q1) Sil’l2 Ql 200000
3Q 2
32 (—2wi 4 (5wi + 3wj) cos Q) sin Q1 110000
22 (—2w? + (5w} + 3w?) cos Q) sin® & 020000
2 2, 2 2 2
wiws (bwi+ws —4w; cos QI—Q? cosh 2w 1)
et 002000
wiwr (Zersin@lginh 90, 1) 001100
2(5w%+w§) Q 1
wg(—Sw%—wg—}—Q(Sw%—}—wg)cos Q-2 cosh 2unl) 000200 ’
4Q2(5w%+w§)
2 2 2 2 2

0 4wiws Q cos Ql4+wi Q(5wi 43w ) cos 2Q1

s i 100001
—B(Bwfwgﬁ-l-wg Q-}-wg’ Isin Ql—w% wg Isin Q1)
0% ]
v BW%Q(W% —wg)lcos Ql-l—w% (3w%+5w§) sin Ql-l—wg (Swf-l-&ug) sin 221 010001
6(vo+1) Q5
ws sin% 6wgwf(w%—w§)lcos% 000002
 6(1+70)? [ ar
4 2(3w‘11+6w% w%-l—lS’ySw% w§+3w§ +3’y§w§ +’ygw§ (Sw%-l-&ug) cos Q1) sin % ]
Q
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a exhakiy ko Ky s

— iwa(ain @ ain 201) 200000

2;’5‘;’2 (— cos QL 4 cos 2Q) 110000

— 225 (Twy + 3w; — 4w] cos Q) sin O 020000

sy (1 — sinh 1) e

w%w(co;%l;fgsh 2w1l) 001100

oy <3w?+w%>23?$;+ﬁ§ sinh 2 000200

ﬁ;fl) 3Q(W%—w§)lCOSQI+(—3‘§U£—5W§+8W§ cos Q) sin QI 100001

”%ﬁfﬁ% 3ot~ con 5 4i@sin Bt 010001

o [(—Sw%+3v§w%—6w%w§:w§w?w§—3w3) sin Q1 000002

w2 (30(wR—w? );;4@ sin Q1) cosQl]
y exhaliy ko key s

wiws sin Ql sinhwi | 101000

2“5’2#2‘“2 sinh wy/ sin? % 011000

& cosh w; [sin O/ 100100

22 cosh w [ sin® & 010100

g (U] 4 22y G oyl 001001

e ——

b oxkeakoy ko Koy os
wiws cos}sllwllsinﬂl 101000
2“52‘“2 cosh wy/sin® & 011000 ;

“122 sinh wq/ sin 100100
242 sinh wy / sin® & 010100
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b kxkakykpk ks
2(100“_’;1)( (wl(wl_wz’)l + 2w Smm) cosh wyl + sinh w1) 001001 ,
— g (Ao 4 2 inh oy 000101
. bk ki ki ks
w? (6(w2—w2)ﬂ.l—|—8w2 sin Ql—(3w2+w2) sin 2Q1)
_ Tow 1 2 24Q§(~yo+1) 1 2 200000
w? w2 45w w? +w?) cos .
17(3 1+5(12—;I-—'(y§)é:— 3) cos Q) sin? % 110000
w2 (7w?+3w2) sin w? (6(w?—w? w? +w?2) sin
Yo (4w3 (Twi+3w3 ) m‘|‘2419(56((’yo1+1)2)m+(3 itws)sin2Q1)) 020000
w? w4 w? w2 sin .
8(70+SO(5;§+WS) <2w1((5 19—2 L 25 m) — 5sinh 2w11> 002000
Y w2(5w2+w2+4w2 cos Q1—502 cosh 2w 1)
BT F ¥ ! 001100
2(w2ﬂ(5w2 +w2)l—|—2w2 (3w2+w2) sin Ql)+5w Q8 sinh 2w [
TR 09 (ui4ed) : : 000200
w cos— 672w2 Q(w?—w?)l cos 2 a2t
oo e oo
2(— Gwl +3'y0 ‘“1 —12(.«)1 w2 —7’)/0 wl w2 —6w2 —I—’yo wy (Bwl +w2) cos Q) sin 22 Ql ]
_ PE
w smﬂ— 672w (wi—wh )l cos 5* 2
L g (St 010001
B 2(— 6w1 +3'y0 wl —12(4)1 w2 —7’)/0 wl w2 —6w2 —I—WO wy (Swl +w2) cos Q) sin 22 m ]
Qb
w w2Q(w?—w?2)l cos QU—4w2 (—9u? 24
24(7’311)3[12% 5wi—wy) o 4ws (—9wi+3vgw] 000002
—18w%w§—11’y§w%wg—9w§)sian-I—w% (36w‘le+72w1w QI-I-G'VO wlw Ql+36w§ﬂl
Q?
+ —3073wi QU342 w%wgﬁsin 2Q1—~2 w2 sin QQI)]

(5.4)
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5.5 Sextupol

Die 2. Ordnung des Sextupols berechnet sich unter Verwendung der Abkiirzung

kSext -

qkSext
mc«/’yg—l 7
v || kckakykok. ks
— a kekakykyk, ks
— el 200000 .
— —Ksextl 200000
— bl 110000 -
—— —ksexel? | 110000
— Bl 020000 -
ksexel®
— | — e 020000
S 002000 -
— ket 002000
Fsexl 001100 -
— kgext!? 001100
Fsenl 000200 R
kgextl®
sext 000200
— 0 010001
y || kckakykyk. ks
. b | kxkakykuk, ks
kgexl? 101000 =
— 2ksexel | 101000
Ll 011000 -
—— | ksexel? | 011000 |,
Ll 100100 -
— ksextl? 100100
S 010100 —
e 010100
— 0 000101
T kkakykyk. ks
— S0 020000
— 000200
3’70[ ¢
|| 000002
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Die Spinbewegung
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Kapitel 6

Die Bewegungsgleichung des
Spins

Im Ruhesystem eines Teilchens mit dem Spin 3, der Ladung ¢ und der gyromagne-

tischen Anomalie a = % wird die Prazession des Spins im elektromagnetischen

Feld durch die Thomas-Bargmann-Michel-Telegdi (T-BMT) Gleichung beschrie-

ben,

ds

E = QBMT X § mit (61)
1) = — L0 +anBL+(1+a)B S R PN
BMT my W)L YA e \° v+1 P ’
(6.2)

wobei das Magnetfeld im Laborsystem in eine Komponente senkrecht, EL, und
eine parallel, §||, beziiglich der Bewegungsrichtung g zerlegt wird [6.1]. Um einen
ersten Einblick in die Spinprazession bei der HERA Strahlenergie von 820 GeV
zu gewinnen, wird die Prazession des Referenzteilchens im Dipolfeld betrachtet,

ds _MED. % 5 (6.3)
ip . .

dt my
Die Bewegungsgleichung des Spins unterscheidet sich von der des Impulses (2.1)

dp L
d—? _mi"yBDip X ﬁ (64)
nur um den Faktor (1+av), so daB der Spin, wie aus der Betrachtung des Impulses
in Abschnitt 4.2.3 ersichtlich ist, bei einem Ablenkwinkel ¢ des Teilchens um den
Winkel ¢spin = (1 + av)¢ rotiert. Bei einem vollen Umlauf in HERA mit der
Strahlenergie von 820 GeV rotiert der Spin des Protons (aproton =~ 1,79) 1567
mal um die vertikale Achse.
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6.1 Die T-BMT Gleichung im krummlinigen Ko-
ordinatensystem

Analog wie der Ort und der Impuls wird der Spin im krummlinigen Koordina-
tensystem [7] dargestellt,

§= Sxéx + Sy€y + Sie . (6.5)

Entsprechend dem fritheren Vorgehen im Abschnitt 2.1 ersetzt man die freie Va-
riable ¢ durch die Bogenlange [

ds  dt 2 .

% = EQBMT X §. (66)

Mit der Ableitung von §, die aus der Ableitung (2.21) eines beliebigen Vektors im
krummlinigen System folgt, und mit (2.22) ergibt sich die Bewegungsgleichung

des Komponentenvektors S = (S, Sy, S1)T [7] zu

3 xS

h - —
i lQBMT xS+ Ky SI : (6.7)
on —(KxSx + £y Sy)
ds L
o= QxS mit (6.8)
Qr,p,l) = —Qpur —K X € und £ = (K, Ky, 0)" . (6.9)
v

Setzt man in Q(F, 7, 1) die Abbildung M der Phasenraumkoordinaten, die in Teil
I berechnet wurde, ein, ist Q(Z,[) allein eine Funktion der Anfangskoordinaten
und der Bogenlange.

6.2 Die exakte Spinbewegung

Die rechte Seite von (6.8) wird weiter zu einem Differentialgleichungssystem in
Matrixdarstellung umgeschrieben,

s .o .
T Q5, 5(0) = S5; mit (6.10)
0 - 9
Q = O 0 —0.],0"=-90. (6.11)
-, 9, 0

Dieses dreidimensionale Differentialgleichungssystem 1. Ordnung 16st eine ortho-
gonale Matrix A, die Drehmatrix des Spins,

S(l) = A(%,1)5;. (6.12)
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Denn es gilt

dS| _ 1 g dS _ 1o oe o
7_‘?5.__ 5.<Q><S>_. (6.13)

Die Abbildung mufl demnach langenerhaltend, die Matrix A orthogonal sein. Die
Differentialgleichung fiir die Matrix A folgt durch Einsetzen von (6.12) in (6.10),

d 100
IA(EUZ) =Q(Z4,0)A(%, 1), A(%,l=0)=13,3=|0 1 0] . (6.14)
0 01

Rotationen koénnen neben ihrer Darstellung durch orthogonale Matrizen auch
durch ihre Drehachse und ihren Drehwinkel beschrieben werden. Die Berechnung
der bendtigten Gesamtdrehmatrix des Beschleunigers als Multiplikation der Ein-
zelmatrizen erweist sich als dreimal langsamer als die Berechnung iiber die Dreh-
winkel und Drehachsen der einzelnen Elemente [7]. Diese beiden Grofien werden
nun fiir den Quadrupol, den Dipol, die Kombination von Quadrupol und Dipol
und den Sextupol zum einen aus den jeweiligen Spinmatrizen exakt bis in 2.
Ordnung Anfangskoordinaten berechnet. Der zweite Weg fithrt direkt tiber die
Bewegungsgleichungen von Drehachse und Drehwinkel, was sich als wesentlich
schnellerer Weg herausstellen wird.

6.3 Iterative Losung der Spintransfermatrix

Analog wie beim Differentialgleichungssystem 1. Ordnung aus Kapitel 3 werden
zur iterativen Losung von (6.14) die vorkommenden Funktionen, hier die Ma-
trizen A(Z,[) und Q(%,/), in eine Taylorreihe um den Ursprung beziiglich der
Anfangskoordinaten Z; entwickelt,

Qz,0) = i@f')(z,z), (6.15)
A(z,1) = i@“(z,m, (6.16)

wobei [Q(Z,1)];; und [A"™(Z,1)];; homogene Polynome n-ter Ordnung in den
Anfangskoordinaten sind. Es wird wiederum angenommen, dafl die Taylorreihen
konvergieren. Die Randbedingung fiir die Taylorkomponenten A(k)(zi, [) liefert die
Anfangsbedingung (6.14),

| L e h
AB(Z,1=0) = {‘3”’ o ! (6.17)

04,5 fiir k#0
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Nach Einsetzen von (6.15) und (6.16) in (6.14) sortiert man nach Potenzen in
den Anfangskoordinaten 2 und fithrt in einem Iterationsverfahren die héheren
auf die niedrigeren, bekannten Ordnungen zuriick,

il — (z *)(z
Zd (Z,1) = ZQ](ZI,Z)A (2,1). (6.18)
k=0 k,7=0
Die 0. und die n-te Ordnung lauten
TAO(D) = 005 DA, D), (6.19)
d > :
Z A — (U z *)( 7
CAN(E) = 3003 DA(E, D)., (6.20)

k‘vj:O

Die Ordnung von Q9 (Z,1)A®™ in den Anfangskoordinaten betriagt O(si+*), so
dafl die Summe iiber 5 und £ nur bis n lauft,

ACIENIR S ICNICIEN)
= 3 00N(E DAY, ) + QO (5, DAM (G, (6.21)
Mit
0050 = | A 0] [A00] (6.22)

dl

aus (6.19) wird die n-te Ordnung bis auf ihre Ableitung eliminiert,

,_.

d d -1 —
TFAVED - | ZAVGED| [AVGE D] AYE D = Y0 HE DAY E ),
dl dl —
d 1 n—1
2905 | [A9G0] ARG 0] = 320 E DAMGLD.
k=0

Die Integration unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (6.17) und der
Orthogonalitdt der Drehmatrix auf der Referenzkurve, A(O)(Zi, 1), ergibt fiir die
n-te Ordnung

AWz, ) = AO(F,1 Z/ AO(z Q
0
o0 .

Q< U ERATNRIENOY/4

(6.23)

firn=1,...,
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ZusammengefaBit berechnet sich die 0., 1. und 2. Ordnung der Spintransfermatrix
zu

d \
JAOE D = 9O DAE, 1), AV (E, 1= 0) =Ly, (6.24)

! T
ADGE D = A0, / AO(z,1)] a0z, 1AOE, 1y d, (6.25)
0

T
AB( ) = AOGE D [ [AOE D] (29 NA0E ) +



Kapitel 7

Rotationsvektor und
Rotationswinkel

7.1 Die Spintransferquaternion

Drehungen im R? konnen durch Matrizen der SO(3)-Gruppe ebenso wie durch
Matrizen der SU(2)-Gruppe beschrieben werden (s.[4]). Mit Hilfe der Pauli-Ma-

trizen g, und der Einheitsmatrix [, ,,

0 1 0 —i 10 10
Q1:<1 0) ’%:(i 0) ’23:<0 —1) ’12“:(0 1)’ (7.1)

die einen Satz von vier unabhangigen Matrizen bilden, werden der alte und der
neue gedrehte Vektor, # und 7', als auch die Drehung Q mit Drehachse 7 und

Drehwinkel ¢ durch SU(2)-Matrizen

P= g7, (7.3)
Q = fleXQ—iQ-f_y’,/i:cosg,i:ﬁsing, (7.4)

beschrieben. Ausdriicke der Form @) bezeichnet man nach Hamilton als Quaterni-
on, « als Skalar und & -7 als Vektor der Quaternion. In der Quaternionenalgebra
erhalt der Quaternionenvektor & - 4 iiblicherweise ein positives Vorzeichen. Da
hier jedoch keine Rotationen des Koordinatensystems, sondern Drehungen als
Abbildung betrachtet werden, wird das urspriinglich positive Vorzeichen negativ.
In der weiteren Diplomarbeit wird der Vierervektor 7, = (7), der die zugehorige
SU(2)-Matrix Q iiber (7.4) vollstandig beschreibt, vereinfachend als Spintrans-
ferquaternion bezeichnet. Nach [4.3] gilt fiir die Verkniipfung zwischen alten und
neuen Koordinaten

P'—QPQ'. (7.5)
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Die unitare Eigenschaft der SU(2)-Matrizen, Q Q = Iy,, fordert als Norm des
Vektors 7, die Einheitslinge, was sofort mit (7.4) folgt.
Zur Drehung, die durch ¥, reprasentiert wird, gehort die SO(3)-Matrix A [7] mit

Aij = (1 — 2"72) (Sij —|— 2")/2"')/]‘ — Qﬁgijk’)/k . (76)
Umgekehrt besitzt eine SO(3)-Matrix A die Quaternion [7]
Agz — Ase

1
| An— A, (7.7)
2VSp A+ 1T\ 4, — Ay

K = %\/Sp[é]—l—l. (7.8)

Bei der Herleitung helfen die Kommutator- und Antikommutatorrelationen der

-1
Il

Pauli-Matrizen

{o,0,} = 204155, 10;,0,] = 2ieiioy,, (7.9)

woraus sich die niitzliche Beziehung

3
(@-@)(3-b) = Y aboo,

1
= 6-512X2—|—i(6><5)@ (7.10)

& = KG-T—ik(@- )2 T)+ik(@ D)@ -F)+ (G- F)(E-F) - T)
= K T+26(Y x )G+ (7 F)(@-7) —[(TxT) x7]- &
= (K" =)@ - T+26(7 x T) G+ 2(7-7)(E-7). (7.11)

Durch Ausklammern von & und der Einheitslinge von 7., k* = 1 — 7%, folgt der
gedrehte Vektor ¥’ aus dem alten Vektor Z,

7' = (1 — 2837+ 26(7 x Z) + 2(7 - T)7 . (7.12)
Komponentenweise schreibt sich dies als
3 3
= (1 - 2"_)/‘2)562 + 2K Z Eli NIk + 2 Z TEeYEYi - (713)

{,k=1 k=1



KAPITEL 7. ROTATIONSVEKTOR UND ROTATIONSWINKEL 55

Der Vergleich mit der SO(3)-Darstellung,

= A7 bzw. 2zl = ZAU%" (7.14)

7=1
ergibt (7.6). Umgekehrt liefert die Spur der Matrix A

3

SplA] = S 11— 29%) + 297 = 3 — 457 = 4n” — 1, (7.15)

i=1
die Gleichung (7.8). Aus der Differenz zweier Matrixelemente resultiert

Aij - A]‘i = —4.%")/152']'1 . (716)
Diese Differenz ist proportional zum Skalar der Quaternion, k. Auflerdem stimmt
¥ per Definition (7.4), von der bei der Herleitung ausgegangen wurde, fiir ¢ =
mit der Drehachse 7 iiberein. Folglich existiert der Grenzwert

lim A = Aii _ 5 (7.17)
¢—r 4k
und der Quotient 2= ist fiir Sp [A] = —1 bzw. k = 0 stetig fortsetzbar. Unter
diesem Aspekt wird (7 16) fiir beliebige Rotationen umgeschrieben zu
L - Ay (7.18)
Eijt = ———F———(Aij — Aji), :
RN
wodurch (7.7) gezeigt ist. Diese formale Behandlung der Nullstelle Sp[A] = —1

reduziert sich bei der Berechnung darauf, die gemeinsamen Nullstellen von Nenner
und Zéhler, die nach obigen Uberlegungen existieren, auszuklammern und zu
kiirzen.

7.2 Iterative Losung der Spintransferquaterni-
on(1)

Aus der Spintransfermatrix A, die mit (6.24)-(6.26) exakt bis in 2. Ordnung
Anfangskoordinaten bestimmt wird, 148t sich die Spintransferquaternion ¥, mit
(7.7) und (7.8) berechnen. Dazu werden in einem ersten Schritt ¥ und x um die
0. Ordnung der Transfermatrix A(O)(Z’i, [) entwickelt. Um Rechenzeit zu sparen,
werden anschlieBend in den héheren Ordnungen die Terme soweit wie moglich auf
die bereits berechneten, niedrigeren Ordnungen zuriickgefiithrt. Hilfreich erweist
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sich diese Umformung vor allem bei der Berechnung des kombinierten Dipol-
Quadrupols, deren Transfermatrix grole Matrixelemente besitzt,

ko= % Sp | Y AW )| +1
L k=0
0 (k) (>
W : S, Sp [A® (3, 1)
= S\/S [AYGE D] +1 |1+ == | |

14 Sp |AC(Z,1)|

1 0= ] 1o, P {A(k)(zi’l)}
_ 5\/Sp A9 D] +1 {1 T3 = 1+Sp {A(O)(gi’l)} _

Das Sammeln der Potenzen fithrt zur Entwicklung des Quaternionenskalars,

KO(2,0) = %\/Sp {A@)(z,l)} +1, (7.19)
Sp [AM(2,1)
() = | | = 3;Sppm@ﬁ},w%>
4 0)/ = 8k(0)(Z, 1)
Sp [AO(Z,0)] +1
LS| ARED  (Se[AYE D))
5(2)(57” = Z - E 3
\/Sp {A(O)(gi,l)} +1 Sp {A o)(gng)} 41
1 ‘ COIENNE
— )z 9 Al
SOET A9 - 25 S (7.21)

Analog geht man bei der Berechnung von 4 = Y22 (") (Z,1) vor und erhilt

AR — A
FOGED = —ma | A% - A | (7.22)
AR — A
AL — AY) :
FOGED =~ | AW - Al | - S O0(F ), (7.23)
A - A
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a2 - a8

1 MW (Z,1)
2Dz = - 4@ @] D ey
THED) ECTENTH e B=CTEN (&1
Ay — A5
@)z
_r_, )*<0)(zi,l). (7.24)

KOz, 1)

7.3 Die Bewegungsgleichung der Spintransfer-
quaternion

Eine Alternative zur iterativen Bestimmung von 4 und &, die den (Um-)Weg
tiber die Spintransfermatrix A(Z,[) vermeidet, stellt die Berechnung iiber ihre
Bewegungsgleichungen [7] dar,

1

2

-/

. (7.25)

{OL
\_/

DO | =

_,
/
K = —

(7.26)

\21

mit € aus (6.9).

Zur Herleitung benétigt man die mathematische Verkniipfung zwischen © und Q

aus (6.11)
3 3 3
xS$=085 Z epi St = Z DS,y = Z erti (7.27)
=1 =1 k=1

und die Ableitung eines Matrizenelementes A;; aus (6.14)

d 3
Ay =) Qg (7.28)
k=1

Mit diesen Voriiberlegungen folgt

dr 1 d

—_— _= —_— _A Q A (2]
dl 4y/Sp[A] +1 ; di 4\/ SP 2;1 o

Durch Verwendung von (7.6) werden die Matrixelemente A;; durch die Quater-
nion 7, ersetzt,

dk

1
VW = T 5mzﬂm{1_2_}252+2 i_2/£5io o}
d 1 Sp[A]—I-lz k ( ¥")ok Ve kio™Y
1
= - Z €k205k2m70 m — _ZZQ(SomeOQm

(7.29)

2k7ro

21
fol]

(7.30)

DO | —
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Ebenso wird die komponentenweise Ableitung des Quaternionenvektors behan-

delt,

d’)/l d

W - dl{ 9 /Sp A] —I'_Z; 2]52]1:|
e
2(Sp[A]+1) Zdl k’“_gq/isp[A Z ”le v

(7.31)

Im folgenden werden die Ableitungen der beiden Summanden einzeln umgeformt.

Der 1. Summand vereinfacht sich wie Ccll—'; zu

d —
— A = —4k5 - Q. 7.32
% T K7 (7.32)
Fiir den zweiten Term ergibt sich
E 5ijliAij = E 5ijlﬂikAkj
-~ dl —
27 27]7

= Z €ij1€mki&lm {(1 — 29%)8k; — 26YoEkjo + 2%%}

i7j7k7m

= Z Qm(éjmélk — 5jk5ml) {(1 — 2’72)5@ — 2"{7051@]'0 + 2"}/]{)/]}

j7k7m

= Z Q0 {5@'(1 — 29%) — 267,680 + 2%%} -
ik

Q, Z {(1 — 27%)0k; + 2%%‘5@}

ik
= (1 =27") =26 ) eoQvo + 20 > Yy — (3 — 47°)
3,0 J
= —QQZ(l — ’72) — 2K Z 5]’019]"70 + 26 . "7")/1 . (733)
7,0

Das Einsetzen von (7.32) und (7.33) in (7.31) liefert

dv, 26 L = 1 . L
= o 8- —|Uu(" 1) - E Qa4+ Q-

dl Sp[A]+1" Sp [AHJ (5= 1) =~ - EjoitiYo + 771}
= —/in—l- (ﬁ i, (7.34)

womit (7.25) gezeigt ist.

Die Quaternion 4, = (7) erlaubt die Darstellung der Bewegungsgleichung (7.25)
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und (7.26) in einer kompakten Form,

T = AMZE DA mit (7.35)
. AV ERIREN)
AZ D) = = =500, ’ 7.36
A& 2 <—QT(ZiJ) 0 (7.36)

und Q(z,1) aus (6.11). Wegen der Antisymmetrie der Matrix Q(%,[) ist auch
A(Z,1) antisymmetrisch, AT(Z,1) = —A(Z,1). Deshalb bleibt die Linge des Vek-

tors ¥, konstant,

d -
a|’7fi| = |—» |Z’7f€]fyn]_ |—» | ZA]kvﬁjﬁyﬁk

= 9 Z Ak Ve, Ve ke + Z A kY Vek)

|fyﬁ 7,k=1
= 2|7 Z A]kVH iVek — Z Ak]f)/ﬁ i Ve, k
" ]7k‘ ! Lk 1 Ajk'YKk'YH]

—17. = 0. 7.37
el (7.37)

Der Beweis konstanter Lange wurde in Abschnitt 7.1 auf anderem Wege skiz-
ziert. Die Losung des Differentialgleichungssystems ist demnach wie im Fall der
Spinmatrizen eine orthogonale Matrix G mit

o= (). (7.3%)

wobei die Anfangsbedingung ¥,(I = 0) = () fiir ¢ = 0 aus (7.4) folgt. Demnach
erfillt G(Z,1) die Dlﬂerentlalglelchung
d
L G(5,1) = MEDG(E) GG L= 0) = L. (7.39)

7.4 Iterative Losung der Spintransferquaterni-
on(2)

Es wird der gleiche Formalismus wie bei den bisherigen Iterationen in Abschnitt
3 und 6.3 verwendet: Unter der Annahme, dafl die Taylorreihen konvergieren,
werden die Matrizen G(Z, /) und A(Z,!) um den Ursprung beziiglich Zi entwickelt
und in die Bewegungsgleichung (7.39) eingesetzt,

G(z,0) = Y GWEN,AE D =) AY(ED), (7.40)

k=0 7=0
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i% (Z,1) ZAJ (%,0)GM(Z,1). (7.41)

k=0 k] 0

Die 0. Ordnung und die n-te Ordnung in den Anfangskoordinaten werden aus-
sortiert und die n-te Ordnung -wie in den iibrigen Iterationsverfahren- mit Hilfe
der 0. Ordnung auf die bekannten niedrigeren Ordnungen zuriickgefiihrt,

—GOz,0) = A, 0G0 5,1, (7.42)

d _
GO0 [ F(COE DTG D] = Y ATIEDCOED.
Die Integration unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung

GOz, 1) = s Tir n =0 (7.43)
_ 7 044 fiir n#0"

fithrt auf die n-te Ordnung als Integral iiber die bereits berechneten, niedrigeren
Ordnungen,

g(n)(Z” = Zn Z/ Zl7 A(n k( [)Q ( JANdl . (7.44)
0

Da die 0. Ordnung die spezielle Lésung der Spintransferquaternion auf der Refe-
renzkurve darstellt, gilt die Orthogonalitat von Q(O)(Z’i, [), und (7.44) vereinfacht
sich zu

GM(5,0) = GO, Z/ (2, A (2, 0GPz, 1) dl . (7.45)
0

Durch (7.38) sind die n-ten Ordnungen iﬁ”)(z, [) und G™ (%, 1) miteinander ver-

kniipft,
W& D) = GM(E D) CD
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— N(Z,1 E;Aﬁg@@mq [TACP(z, 1 G* @J)Gsdr

= a9z S [ [QOE 1) TACPE, 1A 1l
Z/O ERORIERD
n=1,... (7.46)

ZusammengefaBt lautet das Verfahren zur direkten Berechnung der 0., 1. und 2.
Ordnung der Spintransferquaternion (2, /)

d

GGUED = AVE NG (E,D),GOE, 1= 0) = Ly, (7.47)

SCROIE @ , (7.48)

{
70,0 = GO, / [GOz, )] AD(Z, 17Oz, 1) di', (7.49)
0

l \
10D = 6D [ [0 N] MG TG +
0

I ENALIIEND

dl’ (7.50)

Durch die iterative Losung der Matrix G(Z, ) geht allerdings ihre Orthogonalitét
und damit die Langenerhaltung der Quaternion verloren.

Neben diesem Verfahren existiert ein zweites von Hoffstatter [7], dessen Ergebnis
sich nur in der Berechnung der 0. Ordnung vom obigen Resultat unterscheidet.
Um dies zu verdeutlichen, wird die Herleitung kurz skizziert. Das teilchenoptische
Element wird gedanklich in zwei einzelne Elemente zerlegt: Das erste Element

enthélt den Anteil 0. Ordnung i,ﬁo)(zi,l) = (zEZ; Ez}g) das zweite die hoheren

Ondmgen 4715, = (1712). i e Quterion 55,1 = (755
fiir diese beiden hintereinanderliegenden Elemente berechnet sich zu
(70 = FOED(E 1) + 73 D0(F, 1) = 7O(Z, 1) x 72, 1)
(%, 1) = K“(O)(gi? Z)K(H)(giv l) - ’7(0)(27 [)- ’?’(H)(gi? )

(7.51)
(Herleitung s. S.79) bzw. in einer kompakteren Form
Fo(Z,0) = L a, (2, 1) mit (7.52)
— 10z 1 2(0)(2 ]
(0)/ 7 _ (z,1 _3><3 ™ (z,1) ¥, 1)
L7(%,1) = ( zl,l)]T RO (2, 1) und  (7.53)
(0)
v
roz,n = EMON I (7.54)
_’Yy 0
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Die 0. Ordnung, die durch die Matrix L(O)(Z}, [) ausgedriickt wird,

7O = LO(z,1) CD ; (7.55)

muf} ebenfalls enthalten sein, so daB der Ansatz (7.51) modifiziert wird,
7t = LG [(7)+506E0) (7.56)
SAIERDPEMIEN) (7.57)

mit ’:y'g))(é'i, [)=(9) und f:y'gk)(gi, [) als k-te Ordnung in den Anfangskoordinaten.
Der Ansatz (7.56) kann somit als Variationsverfahren um die 0. Ordnung verstan-

(%)

den werden. Die k-te Ordnung 4. (Z, 1) der Spintransferquaternion berechnet sich

mit (7.57) zu

(2,0 = 1Oz, )77

K

(7.58)

Die Entwicklung von A(Z,/) (7.40) und der Ansatz (7.57) werden in die Bewe-
gungsgleichung (7.35) eingesetzt,

d — = :»(k) — = ; — — :»(k) —
Oz . — (% ©)(z .
LGN ED| = Y AVGENLOE D ED . (159
k=0 k=0
Man sortiert nach der 0. Ordnung in den Anfangskoordinaten
d
TAOED = AOE, DTG oder mit (7.5 (7.60)
d
ZLOGD = AO(ENLO(E,D). (7.61)

Da fiir die Matrizen G(O(%, 1) und L (%, 1) neben der Differentialgleichung (7.47)
und (7.61) auch die Randbedingung L(%,1 = 0) = 1, , aus (7.53) iibereinstim-
men, sind beide identisch.

Der Anteil n-ter Ordnung aus (7.59) wird, um die n-te Ordnungen auf die nied-
rigeren zuriickzufithren, mit Hilfe der 0. Ordnung weiter umgeformt,

d I R ()
E[L(O)(Zi,l)% (Z,0)] =

n—1
= 3 AR DLOE, DI (5,0 + A0, DLOE, DA (3,1
k=0

d ~(n)

n—1
= Y ACHEOLOGE 0L B D + [FLOGED)E G,
k=0
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n—k)/ = N () P
Ve Zla Z/O 0) Zl? A( k)(zivl/)L(O)(Zi7l/)75 (Zial/) dl/

Unter Ausnutzung der Orthogonalitat von L(O)(Z’i, [), die wie die Orthogonalitat

der Matrix Q(O)(Zi,l) auf S. 60 begriindet wird, vereinfacht sich f:y’f:)(é’l, [) zu

(n k) I L(O) Z ~(k) Z I dl
Yx Zla Zl, Zip e )L g, )Y e B .
Z / CROCIENIEIEND
In die n-te Ordnung der Quaternion (7.58) setzt man f:y'in)(gl, [) ein,

F(Z,0) = LOGZ,) Z / W(zZ,0] A0 (2, 1)FE (2, 1) dl, (7.62)
0

und erhélt die gleiche Formel (7.46) zur Berechnung der Ordnungen n > 1 wie
beim ersten Verfahren.

So unterscheiden sich die beiden Iterationen allein in der Berechnung der 0. Ord-
nung: Die zusitzliche Uberlegung, das Element zu zerlegen, reduziert das Diffe-
rentialgleichungssystem zur Loésung der 0. Ordnung von einem 9-dimensionalen
auf ein 3-dimensionales System.



Kapitel 8

Die Spintransferquaternion bis in
2. Ordnung

Die Berechnung der Quaternion fiir den Quadrupol, den Dipol, die Kombination
von Quadrupol und Dipol und den Sextupol erfolgt mit Mathematica einmal tiber
die Spinmatrizen und zum anderen direkt tiber ihre Bewegungsgleichung. Beim
ersten Verfahren wird die Spinmatrix gemaf (6.24) bis (6.26) bis in 2. Ordnung
Anfangskoordinaten bestimmt und anschlieflend in (7.19) bis (7.24) zur Berech-
nung von v, (2, 1) eingesetzt, wahrend der zweite Weg tiber die Gleichungen (7.47)
bis (7.50) zum Ziel fithrt. Der zusétzliche Rechenaufwand im Vergleich zum ver-
einfachten Weg (7.60) bleibt fiir die oben genannten Elemente klein.

Wie erwartet stimmen die Resultate aus beiden Iterationsverfahren iiberein, und
sie werden in der gleichen Form wie die Phasenraumbewegung in Kapitel 5 ange-
geben. Hierbei werden die trigonometrischen und die hyperbolischen Funktionen
sowie haufig vorkommende Ausdriicke wie folgt ersetzt,

wil = u, wal = v, ayoV = X, Ql=1y,

sinu = su, sinh u = shu, sin% = suh, sinh% = shuh, sinh2u = sh2u,
cos u = cu, cosh u = chu, cos% = cuh, cosh% = chuh, cosh2u = ch2u,
sinv = sv, sinhv = shv, sin% = svh, sinh% = shvh,

cosv = cv, coshv = chv, cos% = cvh, cosh% = chvh,

sin x = sx, sinh x = shx, sin% = sxh, sinhg = shxh,

cos x = cx, cosh x = chx, cos% = cxh, cosh% = chxh,

siny = sy, sinhy = shy, sin% = syh, sinh% = shyh, sin2y = s2y,

y y

cosy = ¢y, coshy = chy, COS;ZCyh, cosh;zchyh, cos2y = c2y,

64
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n=wi + a’yjw; 0 = 3wi +wi, E=bwi4w), p=1+m,
p=1+2a+a*y;, YT=14+v%-7%, x=1l+an, <s=a+,
v =" +2a—avy; Y =14ay], (=-1+%, ¢=w —uw;,

L:1—|—3a70—|—2702,

0 = dw] + dwiw) + (=1 + a*yg) vy, a=xYsv —ap(v,
1
B = % (—ax sxh +2¢cexh) | A = xwi + a*ywiC,
1 2, 22
F:%(axcxh—l—Qgsxh), e = pwi + a“pw;s(,
keX (
(I):pwf+(1+a)w§, ﬁSext:qs X

mey/pC

A = (2 =90+ 207 + a®y5) wi — a®yopwi(,
= —Z,uwf + (—3 —4a + 2a37§ + a47§) wfw% + (1 +a) (—1 + a2702) wg,
(1 +a (4 — 373)) wy + (3 +3a’yy — a (—4 + 702) + a? (—4 + 773)) wiw?
+a® (=4 + 578 + ayg) wy
D = eyt 4 a0l — a5 4o (- wd) + and(ed +
(—1 — 2a + a2) wfw% + a2w§> ;

@)
I

2.3

E = (x =7 =7 —2ay)w +(1+ (1 +a—a*) v+ (=1 +a°) v + a’y
—a?yy)wiws — a*yopwy(?,

F o= 4(2-a-a*g)wf +2(44a* (=24 7) 70 —a® (=2 + 7)1 +a'y;
—a (44 7) Jwiws + (2+ @ (=24 70) 70 — 2¢° (=2 +70) 75 +
a® (3 = 270) 7o + a5 — a (5 + 2%0) + 2a* 5 (=2 4 370) Jwiw; +

a( — 14 avs — 2a°y5 + a*yg + a5 — 25 )ws

G = 2(=1—4a+3a*yy +2a>75 (24 ) — 2a°70() wi + (=3 — 8a
+a®0 (8 = 3y0) + ba'ng + 20”5 + av§ + 2075 (3 + 490) Jwiw; +
(= 1—=2a+ a0 (5= 27) + a*yg (=24 570) + a’v5 (1 4 5%) +
a® (35 = 295) = 2a°73¢ + a5 )wiw] + a’x* ol (=1 + avo)”of

H o= a8 (1— 293 +93) & + 70w (207 +w3)” + a®35 (1 — 498) o
+2 (1 = 295) wp)wiws — ay5 ( (14375 — 29) wi +2(1 — 295 +
’yg)wQ)wg + 41(4(.011 -2 (—2 + ’yg) wfwg + wg)wf +a? (4 (—1 + 278’) wf +
2 (=2 — o8 + 398) whad + (=1 — 2 + 298) wh)uhod + a"opCutt +
a*yg (4 = 1675 +57%) wi + (1 =296 +75) wy — 6pCwiws)ws +

a®v5(2 (=24 57)) wi + 2 (=3 4+ 13) wiws + plw; Jwiws
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I = awiQ? + 5001 Q* 4 a'yg (1 =295 +75) @@ 4+ a5 ( (=1 4 375) wf +

plwy)wiwy +a?((=1 =78 +295) wi + (295 + p¢) wi)wie]

J = (—4+a(=10+7) — 10a*y5 — 5a’y5) wi + a( — 2+ 70 — Ha’yo —
6ayg)wiw; + a*Cpwy |

= 1+ a5 +avp,

L = yowaQ —a (—2 + ’yg) waQ + a4’y§ (2 — 373 + 73) w§Q2 +
a3 ( (=2 +5%) wi + (=2 + 75) wi)wiw; +a* (=2 + 395 + 295) wi +
(=2 — 5 + 275) wi)wiwj

M = (2—|—4a—|—a2 (8—673))wf—l— (1—|—4a—|—7a4’yg—2a2 (—4—|—fyg) +
2a° (—4 + 975) Jwiw; +a(l +a (24 75) +a’yg (=4 +379) +
a? (—8 + 973) — 2a57§p§)w3w3 + a3( -2+ (2 + 4a2) 72 +
(a —3a® — 20:4) Yo + (=1 +a) a3’yg) S,

N = wfw% + a3fygwfw§ + awf( (2 — 'yg) w% — 2,0@)%) + ang( (—2 + 3702) wf
+2p¢w3) |

O = x%wi+a(—2=3w+(2-Ta)y +ayy — 3a’yg)wiw; — a*y5((2 -
Yo+ avg)ws

P = (2 +a + 2av, + a?’*yg’ + aQVOp)wf + a(l + a2’yg’ + avo (—1 4 3%) )wg ,

Q = 2(—1+3a"g + 20" (2 + 70) + 20> pp)w; + (— 1 —a'yg +2a°y5 +
a®y5 4 a*y0 (4 4 70) + 24’75 (=1 + 270) Jwiw; +
a®x*70( (=1 + av) wy

R = X%+ (1= a’y + 2a¢ + a®¥3() wiw] + a*xyolw; ,

S = 4wa +2 (2 + v + Qafyg — 24* (14+a) fyg — a4'y§) wfw% + (1 +
a* (=2 + )75 — 2a° (=24 70) % + a*yg + a” (=3 + %) 75 — a®q

+avo()w; ,
T = 3(1+43a7) Q" — %3 (—1+ ay)wi + (=11 + ayo) wiw; — 6w; ),
U = xwi +d'wy¢?,
V = 2%+ a2<1 + 570 + (—4 + Ta) vo — 3avg + 2a27§)wfw§ +

a*y5¢ (3 — 290 + ang) wi
W = 7w} —4wicy + 3ws,

Wy (fyoxsy ap(v)
X = = — 7
2p Q Wy

Y = l(/\cxh shuh + aypwiwy sxh chuh) |
n

7 = l(/\sxh chuh — avpwiw; cxh shuh) .
n

(8.1)
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8.1 Drift

Da im feldfreien Raum (E =0, B= 0,7 = 6) der Vektor Q(Z, [) und damit auch
die Matrizen Q(2,1) und A(Z,[) verschwinden, gilt mit (7.35) exakt

d. (0
m%ﬂ(znl) = 0775(2170 = (D ) (8'2)

was anschaulich (¢ = 0) ohnehin erwartet wurde. Der Weg tiber die Spinmatrizen

fithrt natiirlich mit (6.14), (7.7) und (7.8) auf das gleiche Ergebnis,
= - 0
A (%, 1) = Lsys,9:(4, 1) = (;) . (8.3)

8.2 Quadrupol

Die oben angegebenen Verfahren liefern fiir den Quadrupol

. bk ki ki ks
1 000000
TR 200000
—%XQWI su suh? 110000
12 suh 020000 |
13202 shu 002000
—%X2uj1 shu shuh ? 001100
17 shuh 000200
N ek k. s
1y shu 001000
_xshuh? 000100 |,
1 (vshu + xyou chu) 001001
L (xy0u shu +4sshuh?) | 000101
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8.3 Dipol

Yy kxkakykpk, ks
Ly su 100000
—ysuh? 010000 |,
Z—; (vsu 4+ xyou cu) 100001
L (xyusu+4csuh?) | 010001
"M kxkakyknk. ks
— 24 (~1 4 cu chu) 101000
— 1 (—\?shu + prsu chu) 011000
“L(—pcu shu + x%su) 100100
T(x*(chu — cu) — psu shu) 010100
Fiir den Dipol ergibt sich aus den beiden Wegen
K kxkakykpk. ks
cxh 000000
_%XWQ sv sxh 100000
—y svhZsxh 010000
;—p sxh 000001
—éX%’g sv 2 cxh 200000
—%X%;Q sv cxh svh? 110000
_iX (2x cxh svh* + sv sxh) 020000
_ﬁ sxh 000200
F‘*’%S" 100001

(8.4)
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. kckaky bk ks
I'svh? 010001
—# (a*cxh + 2usv sxh) 000002
- kcaky ik, ks
_% sv sxh 100100
= cvh® sxh 010100 |
5 sv sxh 000101
N ekl bk
— sxh 000000
_%XWQ sv cxh 100000
—x cxh svh? 010000
2 oxh 000001
éXQC‘J% sv 2 sxh 200000
Y 2w, cvh svh 2 sxh 110000 7
X (—cxh sv 4 2y svh *sxh) 020000
i (—ompexh +207sch) || 000200
%wzﬁ sV 100001
Gsvh? 010001
57 (—2uexh sv + o’ sxh ) 000002
N ekl bk
£ sxh 000100
Tawy( sv cxh 100100
a( cxh svh? 010100
25? (2T sxh — avyo (ygsv — plv) cxh) 000101 (8.5)
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8.4 Kombination von Quadrupol und Dipol

Aus den oben angegebenen Verfahren erhilt man fiir die Kombination von Qua-
drupol und Dipol

K ek ko K
cxh 000000
—1\Qsy sxh 100000
—x sxh syh? 010000
X sxh 000001
_x;pwf'yg v cy sxh _ wyTsxhsy x2'ygw§ cxh sy 2 B x'ygwfwg’ s2y sxh + 000002
4p20% 120205 802022 602025
axCyvowzyovexhsy 1 242 2
0 §a°C7v*cxh
Vexh — xAchu 2 exh A2 chu cxh aApwiws shu sxh exsxh
Ton? & + =7 T o + =5, 000200
xwa @ sxh sy _I_ woJ sh2u sxh _I_ 11211)(&/% ch2u cxh
4EQ 16néw, 167
__wi1Ucxh shu shuh 2 aws A sxh waJ ch2u sxh XW% ws cy sxh 11
20 T T 8né + 2¢ 001100 ’
w%O cxh )\w%x ch2u cxh QA’QZJW:I)WQ shu sxh a%/ﬂw‘fw% chu cxh 002000
1612 167 4n? 4n?
wiex sxh 4 wiwsJ sh2u sxh 4 wiwax sy sxh i a?w?w? (1 chu? cxh
8n 16né 2Q¢ 8n
¢ sxh T XYopwi U sxh sy T x2vows cxh sy syh? . X’YOW%‘US c2y sxh - 010001
2p 4pQ3 2pQ2 3p04
(—2(—2'y0+a(—3+w§))w%w§+3g(m‘f+wg)) cy sxh 1 9
R — zax¢ v cxh syh
. 3x2 cxh 1.2 . _ XxXwz2 W sxh sy ¢
o+ ex oxh (—c2y +4cy) — X22E 020000
XYo w1 U cy sxh x2vyowa cxh sy 2 X’VOW% w% s2y sxh _axws(y cxh sy
450 + > + 3,00 . 100001
n (6aQ4 -0 (3(—1—|—a'yo)w‘11—|—(—7+5a'yo)wfw§—6w§)) sxh sy
12003
2
1.2 2 xwiwsa ( €2y — cy ) sxh
—3x“Qcxh sy syh* + EE 110000
2
1,202 2 xwjwz(s2y+sy)sxh
X cxh sy - 200000
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Yx kxkakykbk7k5
—w1Y chuh 001000
—Y shuh 000100
__Hexh Ichu cxh Ducxhshu  aEv chu sxh XYoAws sxh sy
2n2po + 292 pQ22 + 4npQ? 4npQ? + 4npQ + 000101
ayowiwzCshusxh  yowjwaBcy shu sxh + x%wlng cxh shu sy i
4n2 pQ2 2po 2 4AnpoQ®
awgqﬁw%wg chucxhcy wOwg’Gsy chusxh — aX({v sxh
po§22 4AnpoQ° 4y
w1 L cxh shu wiDu chucxh  awsEu shu sxh 'yowfng sxh
4n2pQ2 + 4npQ? 4npQ? + 212 po + 001001
avowwaN chu sxh N wwawQB chu cy sxh + wawfng chu cxh sy +
212 pQ2 2p022 4npaQ®
a'yowfngcxh sy afygwi’wgd)cxh cy shu N 'yowlwg’Gshu sxh sy i
47082 poQ2 4AnpoQ®
a? w%( u cxh
4n ?
xAcy sxh R chu sxh w1 B sy shu sxh _ wiwaP cxh shu
4y + 4nQ2 + 2082 4nQ2 + 010100
xwiws F ey cxh shu + aw%wyb'yo chu cxh sy N ngsxh N ng sxh chu cy
4no2? o) 4no 4no 2
wiRshu sxh w?B chu sxh sy aw?wyKexh cy aw?wsy S exh B
402 + 200 + 4n + 4no 011000
w%wgP chu cxh + xw%ng chu cxh cy + a'y()(bw“i’u@ cxh shu sy B
4nQ2 4no 2 of)
wlng cy shu sxh
4no?
_ xA\Qsy sxh w1Bcy shusxh  xwjwsFexh shu sy
e + 5 yrs + 100100
ayow?ws $ cxh (=14 chu cy) + w3 G chu sxh sy
o 4n0S)
w?B(1+ chu cy ) sxh xw2ws F chu cxh sy aQuw?wsy K cxh sy
1 _ 1 _ 1
o 00 y + 101000

aqﬁ'yow“;’wg cxh cy shu + wlngshu sxh sy
o 4nod
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- b kaky koo K
— sxh 000000
—1yQsy exh 100000
—x cxh syh? 010000
X cexh 000001
202 2.2, 2 2 2 2 3
_ XYgewi Vv cxh cy _ wyTexh sy X“ygw; sxh sy _ XWwiws cxh s2y B
4p2Q4 12P2QB —I_ 8p2Q2 6p2Q5 000002
wa X sxh's 1.2+2.,2
XCup x sxh sy oG Y 4 ga’(?v?sxh
_ Vsxh xA chu? sxh A2 chu sxh  aAdwiws cxh shu excxh
Ton? & + e ywe + =& 000200
xfws sy cxh + wpJcxh sh2u a2¢W§CCh2U sxh
4Q¢ 16nwi& 167
w1 U chuh 2 shu sxh aws A cxh waJ ch2u cxh XW%‘A& cy cxh
b t awhoh | wplehuoh | Xefur o 001100 |,
i w%O sxh + x,\wf ch2u sxh + a/\d)wi’wg cxh shu + a%ﬁw‘fu% chu sxh N 002000
1672 167 4n? 4n?
2 4 2,002, 2 2
ewy x cxh + wiwaJ exh sh2u + wiwax cxh sy _a Ywiws ( chu” sxh
87 16né 20 87
s cxh T xyewiucxhsy  x*yowzsxhsysyh? Xyowjws c2y exh — 010001
2p 4pQ3 2082 3p04
4v0—2a( =342 ) )w2w24+3¢(wi+w? ) ) cxh cy 2
o Yo 1%2 1 TWs + ax( v sxh syh
6pQ? 2
vy 4 wo W cxh sy
X (2X sxh syh T Ea ) 020000
xwignuecxhcy  x?yowpsxhsy? | xwjwinocxh s2y
40 7P + 3000 + 100001
('yo(Sw‘f+7w%w§+6w§)+a(694 —'yg (3w‘f+5w%w§))) cxh sy —|— axCws y sxh sy
12905 4
2
1.2 2 Xwiwy cxh (c2y —cy)
X Q1 sxh sy syh* + TR 110000
2
1,202 2 xwjwscxh(s2y +sy)
sX 0" sxh sy 0 200000
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" kxkeaky ko ks
w17 shuh 001000
7 chuh 000100
__Hsxh  Ichusxh = Dusxhshu  aEvchucxh  x7ylwscxh sy
2n2po 212 pQ? 4npQ? 4npQ? 4npQ + 000101
ayowiw2Cshu cxh — yowjwsBey shucxh x'yowlng sxh shu sy +
4n2 pQ2 2p0Q2 4AnpoQ°
a'ygqbwfwg chusxhcy wOwg’Gsy chu cxh + allv cxh
po§22 4npoQ° 4y
__wilsxhshu  wjDuchusxh  awsEushucxh YowiwaM cxh 001001
4n2pQ2 4npQ? 4npQ? 2n2 po
a'ywawQNchu cxh i vowwaB chu cy cxh N wawfngchu sxh sy +
2192 pQ2 2p0 22 4AnpoQd
afygtufng sxh sy + a'ygwi’wgqﬁsxh cy shu i vowlwg’G shu cxh sy N
47082 po 22 4AnpoQ®
apun w%( u sxh
4n
. xAcy cxh R chu cxh w1 Bsy shu cxh wiwa P sxh shu
4y + 4nQ2 + 2082 + 4nQ2 010100
xwiwzFcy sxh shu aw%wgqﬁ% chu sxh sy _I_ ng cxh N ng cxh chu cy
4no 2 oSl 4no 4no 2
wiRshu cxh w?Bchu cxh sy aw?wy K sxh cy aw?ws Ssxh
402 + 200 + 4n + 4no + 011000
(AJ%(AJQP chu sxh N xw%ng chu sxh cy N a'yoq&w“i’u@ sxh shu sy i
4nQ2 4no 2 ofd
wlng cy shu cxh
4no?
xAQ sy cxh w1 B cy shu cxh xwiwoFsxh shusy
n + 5 + yrs 100100
ayowiws$sxh (1+ chu cy) + w3 G chu cxh sy
o 4n0S)
w?B(1— chu cy) cxh xw?ws F chu sxh sy aQuw?ws K sxh sy
_* 1 _ 1 _
> + yyy ye 101000

aqﬁ'yow“;’wg sxh cy shu + wlng shu cxh sy
o 4nod

(8.6)
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8.5 Sextupol

Die Spintransferquaternion des Sextupols lautet bis in 2. Ordnung Anfangskoor-
dinaten

k|| xkakylipk, ks

1 000000

Yo | xkakykpk, ks

—KSext! 101000

—msel® 011000

_ fsextl” 1001000

—msenl® 010100

Yo | Exkakykpk, ks

— Bsexl 200000

— el 110000

el 020000 | (8.7)
faeal 002000
Kseul? 001100

_ sl 000200

8.6 Weitere Elemente

Neben den bisher betrachteten teilchenoptischen Elementen werden in analoger
Weise die Spintransferquaternionen fiir

e den Quadrupol, der in z-Richtung defokussiert,

3] Po, . B
Bl :0) =~ (48 +28,)
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e die Kombination aus Quadrupol und Dipol, deren Quadrupol in z-Richtung
defokussiert und deren Quadrupolstarke grofler als die Dipolstarke ist,

gKOmb($7y7l> = % <_w%yé)x + (CUQ — Wfﬂf) gy) , W1 2 Wy ,

¢ die Kombination aus Quadrupol und Dipol, deren Quadrupol in z-Richtung
defokussiert und deren Quadrupolstarke kleiner als die Dipolstarke ist,

EKOmb(xayvl) = % <_wfyé)x + (WQ — Wfl’> gy) , W1 § Wy ,

e die Kombination aus Quadrupol und Dipol, deren Quadrupol in z-Richtung
defokussiert und deren Quadrupolstarke gleich der Dipolstarke ist,

EKomb(xayvl) - pEO <—nygx + (WQ — Wfl’) gy) , W = Wsy .

berechnet. Da die Ergebnisse fiir sich selbst keine neuen Erkenntnisse bringen
und die Spintransferquaternionen fiir die verschiedenen Kombinationen aus Qua-
drupol und Dipol von gleicher ,Schlichtheit® wie im ersten Fall (s. 8.4) sind, wird
auf die beiliegende CD-ROM und hier speziell auf das Notebook  result.nb“ mit

allen Ergebnissen verwiesen.



Kapitel 9

Der elektrostatische Quadrupol

Eine Arbeitsgruppe um Vernon Hughes von der Universitat Yale, Connecticut un-
tersucht die Spinpréazession in elektrostatischen Feldern, um daraus den g-Faktor
von Myonen exakter bestimmen zu kénnen. Die Theorie der Spinprézession in
einem Beschleunigerelement, die in [8] vorgestellt wurde, wird exemplarisch auf
das Feld des elektrischen Quadrupols zur Berechnung der linearen Spinbewegung
angewandt. Die héheren Ordnungen folgen analog wie im magnetischen Fall.

9.1 Die Phasenraumbewegung

Das Feld des elektrostatischen Quadrupols ist durch

—

E(x,y,l) = ka (zex — yéy) (9.1)

gegeben. Die linearisierten Bewegungsgleichungen (4.11) lauten fiir den elektro-
statischen Quadrupol

r = a,
I qkel
a = T,
Povo
y = b,
b/ _ qkel
Povo ’
, <K0mc2 ) : 5
T = _—
(poC)2 7
y =0

(9.2)
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Die Losung dieses Systems ergibt fiir ¢ > 0,k¢ > 0 oder ¢ < 0,k <0

1
M](EI)QU =

cosh wg!

wel sinh we/

0

0
0
0

1 .
— sinh wg/
el el

cosh wel

0

0
0
0

0
0

cos wel

—We] SIN We/

0
0

und fiir ¢ > 0,ke < 0 oder ¢ < 0,k >0

cos wel

—We] SIN We/

0

0
0
0

1 .
— sin we!
Wel el

cos wel

0
0
0
0

0
0
cosh wel
wel sinh wel
0
0

9.2 Die Spinbewegung

0
0
w%l sin wel
cos wel
0
0

0
0
w%l sinh we!
cosh wg!
0
0

O = O OO O

O = O OO O

(

(

0
0
0
0

Kgmce

)

(poc)

o O O O

Kgme

)

(poc)
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(9.3)

(9.4)

Die Spintransferquaternion fiir den elektrostatischen Quadrupol wird, wie bei
den vorhergehenden Elementen auch, einmal iiber die Spinmatrizen und zum

anderen direkt aus ihren Bewegungsgleichungen berechnet. Beide Wege fiihren

unter Verwendung der Abkiirzung ke =

G <0,kg<0zu

gke1 (1+a+avo)
wermc? (1+70)

K || kxkakykpks ks
1 000000 |

Y kskakykpk. ks
% sin wql 001000 |,
5_11 sin? @l 000100

Y kekaky kp ke ks
g sinh we! 100000
Kt ginh? el 010000

fir ¢ > 0,kg > 0 oder

(9.5)
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Fiir den Fall ¢ > 0,k < 0 oder ¢ < 0,k > 0 erhédlt man

o || Fkaky bk ks
1| 000000
Yo kckaky ik ks
Bl inhwal | 001000 |,
Eaginh? <2l | 000100
Yy kckaky ik ks
R Ginwal | 100000 (9.6)
B gin? =l | 010000
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Spintransport

Nachdem bisher lediglich die Frage nach der Spinbewegung in einem einzelnen
Element hinsichtlich einer iterativen Losung und verschiedener Darstellungen be-
handelt wurde, sucht man nun die Berechnung fiir zwei, i.a. mehrere hintereinan-
der angeordnete Elemente. Damit wird gleichzeitig die Herleitung der Gleichung
(7.51) nachgereicht.

Sind fiir zwei aufeinanderfolgende, teilchenoptische Elemente die Abbildung der
Phasenraumkoordinaten M, (Z, 1), die Spintransferquaternion 4, (2, /) und x4 (%, )
fiir das erste Element sowie die Spintransferquaternion ¥;(2,!) und ry(Z,[) fiir
das zweite bekannt, dann lautet die gesamte Quaternion 7 /2(%, 1) und &1 /2(%, 1)

nach [§]

DF(Mi(2,1),1) + ka(Ma(E, 1), DA (F, 1)

B 1) X A (Ma(Z,10),1), (10.1)
Dro(Mu(5, 1), 1) = 15, 1) - R (Ma(5,0),1) - (10.2)

Denn zwei Drehungen hintereinander werden durch Matrizenmultiplikation der

zugehorigen SO(3)- oder SU(2)-Matrizen beschrieben. In der SU(2)-Schreibweise
erhalt man mit (7.4)

Q1Q2 = (Kaolyyy =10 Vo) (K1lyyy — 18 - 1) (10.3)
— (672)(d7) —18(kaY1 + K172) - (10.4

’71/2('%7 l) =

Nim_i

r1(%,
,-7
r1(%,

51/2(2_37[) =

Man setzt (7.10) ein,

Q,Q, = (K1k2 — Y172)lyyg — 18 (K2T1 + K172 — T1 X 72)

R I . —_—
= Kij2laxe —1071/2;

womit (10.1) und (10.2) gezeigt sind.
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Berechnung mit Mathematica

Alle Rechnungen in dieser Diplomarbeit sind mit Hilfe von Mathematica, Version
3.0, durchgefiihrt worden. Dieser Diplomarbeit liegt eine CD-ROM mit den ver-
wendeten Notebooks bei. Jedes ist fiir sich selbststandig und kann ohne Ergebnis-
se aus anderen gestartet werden, da eventuell benétigte Losungen aus vorangegan-
genen Rechnungen in ,,Input“-Zellen eingefiigt sind. Wahrend die Gleichungen zur
Berechnung der Spintransferquaternionen ohne Kommentar verwendet werden,
sind rechentechnische Uberlegungen stichpunktartig dokumentiert. Falls der Le-
ser sich ausschlieBlich fiir die Losung interessiert, findet sich diese in \ mathematica
\result.nb. In den tibrigen Notebooks des Verzeichnisses \ mathematica findet der
geneigte Leser folgende Inhalte:

e phasraum.nb
Berechnung der Phasenraumbewegung bis in 2. Ordnung Anfangskoordina-
ten fiir die Drift, den Quadrupol mit Fokussierung in z-Richtung, den Qua-
drupol mit Fokussierung in y-Richtung, den Dipol, den Sextupol und die
verschiedenen Kombinationen von Quadrupol und Dipol sowie die Berech-
nung der linearen Phasenraumbewegung fiir den dejustierten Quadrupol.

e gamkapmap.nb
Berechnung der Spintransferquaternion direkt aus ihrer Bewegungsgleichung
bis in 2. Ordnung Anfangskoordinaten fiir den Quadrupol mit Fokussierung
in z-Richtung, den Quadrupol mit Fokussierung in y-Richtung, den Dipol,
den Sextupol und die Kombination von Quadrupol und Dipol, deren Qua-
drupol in z-Richtung fokussiert.

e spinmap.nb
Berechnung der Spintransferquaternion bis in 2. Ordnung iiber die Spinma-
trizen fiir die Magnetfelder, die in gamkapmap.nb betrachtet werden.

e gakaco.nb
Berechnung der Spintransferquaternion direkt aus ihrer Bewegungsgleichung
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bis in 2. Ordnung fiir die Kombination aus Quadrupol und Dipol, deren
Quadrupol in z-Richtung defokussiert und deren Quadrupolstérke grofler
als die Dipolstérke ist, sowie der Grenziibergang zu gleichen Magnetfeldstarken.

e spico.nb
Berechnung der Spintransferquaternion aus den Spinmatrizen fiir das Ma-
gnetfeld aus gakaco.nb.

o gakaco2.nb
Berechnung der Spintransferquaternion direkt aus ihrer Bewegungsgleichung
bis in 2. Ordnung fiir die Kombination aus Quadrupol und Dipol, deren
Quadrupol in z-Richtung defokussiert und deren Quadrupolstiarke klei-
ner als die Dipolstérke ist, sowie der Grenziibergang zu gleichen Magnet-
feldstarken.

o spico2.nb
Berechnung der Spintransferquaternion aus den Spinmatrizen fiir das Ma-
gnetfeld aus gakaco2.nb.

o gakaco3.nb
Berechnung der Spintransferquaternion direkt aus ihrer Bewegungsgleichung
bis in 2. Ordnung fiir die Kombination aus Quadrupol und Dipol, deren
Quadrupol in z-Richtung defokussiert und deren Quadrupolstiarke gleich
der Dipolstarke ist.

o zusammenf.nb
Vereinfachung und Reduktion aller berechneter Spintransferquaternionen.

o result.nb
Darstellung der Ergebnisse.

o clectrostat.nb
Berechnung der Spintransferquaternion fiir den elektrostatischen Quadru-
pol bis in 1. Ordnung Anfangskoordinaten.



Kapitel 12

Zusammenfassung und Ausblick

Die in dieser Diplomarbeit zur Beschreibung der Spindynamik mit Quaternionen
vorgestellte Theorie unterliegt hinsichtlich der elektromagnetischen Felder keiner
Einschrankung. Sowohl die Bewegungsgleichungen wie auch die Iterationsverfah-
ren sind uneingeschrankt auf beliebige Beschleunigerelemente tibertragbar, sofern
Referenzkurve und Bahn des Referenzteilchen identisch gewahlt sind. Ebenso lie-
fern die Iterationsverfahren die exakten Spintransferquaternionen bis in beliebig
hohe Ordnung. Da sich ihre iterative Berechnung iiber die Spinmatrix als aufwen-
dig erweist, rechtfertigen sich die theoretischen Anstrengungen, die Spintransfer-
quaternionen iterativ iiber einen kiirzeren Weg, ihre Bewegungsgleichungen, zu
bestimmen. In dieser Arbeit werden die Spintransferquaternionen zwar mit beiden
Methoden berechnet, um die Resultate zu iiberpriifen, gleichwohl ist das Verfah-
ren iiber die Bewegungsgleichungen kiirzer und deshalb zu bevorzugen. Jedoch ist
mit der Bestimmung der 2. Ordnung eine Grenze erreicht, die héheren Ordnungen
mit einem vertretbaren Aufwand zu berechnen. Obwohl die Spintransferquater-
nionen der einzelnen Multipole (Dipol, Quadrupol, Sextupol) problemlos auch in
3. Ordnung bestimmt werden kénnten, ist bereits die 2. Ordnung fiir die Kombi-
nation von Quadrupol und Dipol nicht mehr auf triviale Art und Weise l6sbar. Da
die Formeln (s. 8.4) zu umstéandlich werden, um daraus direkt Ursachen fiir depo-
larisierende Effekte abzulesen, wire eine numerische Lésung vorzuziehen. Falls die
3. Ordnung erforderlich werden sollte, wiare unter Beibehaltung der vorgestellten
Theorie ein moglicher Losungsweg, das Integral zur Berechnung der 3. Ordnung
(s. die verschiedenen Iterationsverfahren) im speziellen Fall der Kombination aus
Quadrupol und Dipol fiir jedes teilchenoptische Element numerisch auszuwerten.
Dies konnte innerhalb des eigentlichen Programms, z.B. SPRINT [9], geschehen.
Die unmittelbar niachste Aufgabe wird es nun sein, die berechneten 2. Ordnun-
gen der Quaternionen in die Simulation der Polarisation von Protonen bei HERA
zu implementieren. Damit kann ihr Einflufl auf die Spinverteilung in der Nahe
von Resonanzen konkret diskutiert werden. Insbesondere sollten dabei der nicht-
lineare Einfluf der Strahl - Strahl Wechselwirkung und der Sextupolfelder, die
man zur Korrektur der Chromatizitat und des Tune spreads einsetzt, untersucht
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werden. Weiterhin werden die hergeleiteten Formeln fiir die Analyse dejustierter,
teilchenoptischer Elemente zum Einsatz kommen.
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