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1 Einfiihrung

Bei der Phasenkontrastabbildung von transparenten Objekten, welche nur schwache
Strahlphasendnderungen bewirken, mufl der Offnungsfehler vergréflert werden, um
die erforderliche Phasenschiebung zu erlangen.

Fir die Elektronenmikroskopie soll hier dargestellt werden, wie man den Bildkon-
trast der Abbildung bei kohérenter Bestrahlung speziell fiir Objekte, die nur kleine
Phasenéinderungen verursachen, mittels Manipulation des Offnungsfehlers des abbil-
denden Systems verbessern kann. Dazu gehdren die exakte Herleitung und Berech-
nung von Offnungsfehlerintegralen und die Konzeption eines Aufbaus zur Regelung

Abbildung 1: Die qualitative Auswirkung des Offnungsfehlers



dieses Fehlers. Schwache Phasenverschiebungen resultieren aus kleinen Streuwin-
keln, die vorwiegend von groben Objektdetails verursacht werden. Dagegen erzeu-
gen feine Objektdetails relativ groBe Streuwinkel und Strahlphasendanderungen. Als
Abbildungssysteme werden hier nur stationdare rotationssymmetrische Systeme be-
trachtet, an denen die Methodik beispielhaft dargestellt wird, und die Grenzen der
OffnungsfehlervergroBerung werden berechnet.

Wiinschenswert wire mindestens eine Verzehnfachung des Offnungsfehlers durch ein
zusitzliches Bauteil im Abbildungssystem. Wichtige Parameter sind dabei Anzahl
und Lange der einzelnen Teillinsen in diesem Bauteil und die Gesamtlange des Ein-
baus. Auch der durch die Objektivbrechkraft beeinfluflbare Strahldurchmesser im
zusatzlichen Bauteil ist ein bedeutender Parameter. Es soll zunachst die optimale
Dimensionierung der Zusatzlinse bei konstanter Objektivbrennweite ermittelt wer-
den. Danach betrachtet man die Beeinflussung des durch das Bauteil verursachten

Anteils des Offnungsfehlers durch die Brechkraft der Objektivlinse.
Abbildung 1 skizziert den Vorgang der elektronenoptischen Abbildung. Dabei er-

kennt man, wie Elektronen mit gleicher Geschwindigkeit aber verschiedener Neigung
sich ohne (oben) und mit (unten) dem Offnungsfehler von einem gemeinsamen Ob-
jektpunkt aus bis zum Abbild bewegen. Dort treflen achsennahe Strahlen wieder
zusammen, der Offnungsfehler erzeugt fiir achsenferne Strahlen aber einen Fleck in
der Bildebene. Siehe zur Einfiihrung entsprechende Literatur [1, S. 44].

Die in dieser Arbeit beschriebene Methode zur Verbesserung der Phasenmikroskopie
ist niitzlich beispielsweise bei der Untersuchung von biologisch-medizinischen Objek-
ten [1, Kap. 4.3.]. Dabei erwartet man den besten Bildkontrast nicht unbedingt bei
Mikroskopen oder Linsensystemen mit von vornherein minimiertem Offnungsfehler.
Es wird gezeigt werden, in welchem Bereich der Fehler moglichst glinstig eingestellt
ist.

Die in dieser Arbeit beschriebene Methodik ist anwendbar fiir einfache, seit langem
eingesetzte Flektronenmikroskope wie fiir Entwicklungen und Konstruktionen neue-
rer Bauart wie beispielsweise das Sub-Angstrom-Transmissionselektronenmikroskop

[2, S. 41111).



2 Optische Phasenmikroskopie

Bei der optischen Abbildung mit koharenter Bestrahlung unterscheidet man zwi-
schen zwei Arten von Objekten als Grenzfélle hinsichtlich ihrer Beeinflussung der
sie durchsetzenden Strahlen. Durch Absorption entsteht Amplitudenkontrast. Durch
Beugung sowie durch Schwankungen in der optischen Wegldnge, hervorgerufen durch
Dichte-, Dicke- oder Brechungsindexschwankungen, kénnen Phasenverschiebungen
entstehen. Werden solche Wellen zur Abbildung verwendet, so spricht man von Pha-
senkontrast. Entsprechende Objekte, die man makroskopisch als durchsichtig anse-
hen kann, sind typisch fir die Phasenmikroskopie. Fir das Auge sind jedoch nur
Intensitaten sichtbar, somit nur der Amplitudenkontrast.

Eine Phasenverschiebung am Objektpunkt 7 ist als Faktor €?( in der Wellenfunk-
tion zu beschreiben. Mit der einfallenden Welle 15 () und der ausgehenden Welle
Y4(7) gilt dann

V() = (e & Pu(P[1 +19(7)] . (1)

Durch das Objekt erfahrt die Wellenfunktion eine Drehung in der komplexen Ebe-
ne, die einer Phasenverschiebung entspricht. Dagegen entspricht einer Amplituden-

k(

schwichung ein Faktor e mit negativem, reellen Exponent in der Wellenfunktion,

und dabei gilt )
a() = Y(Me™ m pp(M)1 = k(7] - (2)

Allgemein entsteht durch Wechselwirkung der einfallenden ebenen Welle mit den
Objektatomen eine Streuwelle. Diese kann fiir geniigend schwaches atomares Streu-
potential als auslaufende Kugelwelle angesehen werden. Thre Berechnung erfolgt in
Bornscher Niaherung [1, S. 140]. Hier soll jedoch die Wirkung des schwachen Phasen-
objekts durch eine zweidimensionale Phasenschiebungsfunktion in der Objektebene
beschrieben werden. Das Abbildungssystem beeinflufit die Streuwellenfunktion so,
dafB bei idealer Abbildung in der Bildebene die von der Welle aufgenommene Infor-
mation tber die Objektstruktur sichtbar wird.

Zur Erzeugung von sichtbarem Bildkontrast bei Phasenobjekten gibt es verschiedene
Methoden, die darauf beruhen, dafl ein Teil der gebeugten Strahlen gegeniiber dem
ungebeugten Teil wohldefiniert verandert wird. Beispiele sind die Schlierenmethode

[3, S. 573ff] und die Dunkelfeldbeleuchtung.
Man unterscheidet allgemein zwischen Hellfeld- und Dunkelfeldabbildung. Wenn im

wesentlichen die nicht oder nur in sehr kleine Winkel gestreuten Strahlen zum Bild
beitragen, liegt Hellfeldabbildung vor. Man hat dabei gerade Beleuchtung und eine
zentrale Kontrastblende. Dagegen werden bei der Dunkelfeldabbildung nur die vom
Objekt gestreuten Strahlen zur Bildentstehung benutzt. Bei letztgenannter Methode
hat man entweder ringférmig ausgeblendete bzw. schiefe Beleuchtung oder eine aus
der Mitte verschobene Kontrastblende. Die Dunkelfeldmethode hat fiir sehr diinne
Objekte sowie auch bei solchen mit stark unterschiedlicher Dicke héhere Empfind-
lichkeit als die Hellfeldmethode. Das Dunkelfeldbild sieht &hnlich aus wie ein Negativ
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vom Hellfeldbild. Die stark streuenden Strukturen sehen im Hellfeld dunkel und im
Dunkelfeld hell aus [1, S. 109f].

Eine weitere Methode zur Erzeugung von sichtbarem Bildkontrast bei Phasenobjek-
ten ist die Defokussierung durch Anderungen von Objektiv- oder Objektlage. Sie
wird im folgenden noch genauer untersucht. All diese Methoden werden stark durch
den Offnungsfehler des benutzten Linsensystems beeinflufit. Die Kontrasterzeugung
durch eine reine Offnungsfehlervariation mittels einfacher Regelung des Feldes einer
Zusatzlinse 1aBt die Positionen von Objekt und Objektiv jedoch unberiihrt.

Voraussetzungen fiir Phasenkontrast sind kohérente Bestrahlung zur Ermoglichung
der Interferenz von gebeugter und ungebeugter Welle und auerdem geeignete Streu-
winkel am Objekt. Wenn wegen zu grofler Streuwinkel zwischen gebeugter und un-
gebeugter Welle keine definierte Phasenbeziehung besteht, spricht man von Streu-
absorptionskontrast. Dieser Kontrast entspricht der Intensitatsdifferenz zwischen
einfallenden und gestreuten Elektronen. Andererseits gilt: Wenn kein Phasenkon-
trast durch Abweichungen von der idealen Abbildung erzeugt wird, ist bei niedrigen
Raumfrequenzen im Objekt, bei grolen Kriimmungsradien in der Objektstruktur
wegen zu schwacher Beugung und Phasenverschiebung kein Bildkontrast erkennbar.

Zunichst soll der unterschiedliche Einfluf von Amplituden- und Phasenobjekt auf
Lichtwellen genauer untersucht werden. Um zu verstehen, welche Beziehung zwi-
schen der Welle beim Objekt und im Bild existiert, sind folgende Uberlegungen
sinnvoll: Man betrachtet eine in z-Richtung laufende ebene Lichtwelle mit Frequenz
v, Wellenldnge A und Geschwindigkeit ¢ und berechnet ihr Beugungsbild in groer
Entfernung hinter einer Spaltblende. Man fafit dazu das Beugungsbild der Welle
hinsichtlich ihrer elektrischen Feldstarke F in komplexer Darstellung als Vielstrahl-
interferenz von p Strahlen mit relativ zueinander konstanter Phasendifferenz § auf.
Fiir einen dieser Strahlen, gekennzeichnet durch den Index j, ergibt sich mit einer

Amplitude A und mit cosp = Re{e'¥} die Feldstirke
E;, = Re{Ae! @™ (t=2)=G=D 5 -1 2 . p. (3)

Dabei wurde der Winkel ¢ , wie in Abbildung 2 ersichtlich ist, klein genug angenom-
men, um die Ausbreitungsrichtung der Strahlen mit der z-Richtung identifizieren zu
kénnen. Fir kleine Winkel ¢ gilt fiir die Lichtfeldstarke £ in einem Bildpunkt im
Abstand z ~ [ vom Objekt:

F o~ Re{ei%(ut—@(] e L e 44 e_i(p_l)‘s)} (4)
fiir insgesamt p Strahlen. Beim Ubergang von § = 2%% gegen Null geht die Sum-

me in ein Integral iber. Es werden = und y als Koordinaten in der Schirmebene
verwendet. Mit den Koordinaten ¢ und 7 in der Ebene der Blendendfinung be-
schreibt eine Funktion F(£,n) die Phasenschiebung und Amplitudenverianderung,
welche das Objekt an der Stelle (€, ) hervorruft. Fiir die Koordinate in z-Richtung
ist der Gangunterschied d% , und es gilt % = sinp = 7 mit [ als Abstand zwischen
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Abbildung 2: Zur Erlduterung der Vielstrahlinterferenz hinter einem Spalt, auf den
eine ebene Welle trifft. Die Strahlen mit der Anzahl p sind von rechts nach links mit
dem Index y gezahlt. Sie vereinigen sich auf dem Bildschirm in der grofien Entfernung
[ in einem Punkt.

Beugungsoffnung und Schirm. Entsprechendes gilt fir die y-Richtung mit n . Man
hat daher das verallgemeinerte Integral

Br.y) ~ Re(e [ [ F(e.meeFeemagay) 5)
Beim Phasenobjekt wird die Amplitude nicht gedampft, daher ist F(&,n) = el?(&m)
Beim schwachen Phasenobjekt ist ¥(£,7) < 1 , und fiir den Faktor F' gilt wie in

Gl (1) angenommen F(£,n) = 1 +id(€,n) . Mit i = €' ergibt sich daraus fiir die
Feldstarke Ep der Beugung am schwachen Phasenobjekt

Ep(y,2) ~ Refe 5 [ [ etmtremifitettmagan)
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+Refe 3 / / I(€, )1 T e qedn) | (6)

Analog kann man wie in Gl. (2) eine kleine Amplitudenschwiachung k ansetzen als
F(&,n) = e &M 1 —k . Man erhilt die Feldstirke E4 fiir Beugung am schwachen
Amplitudenobjekt. Wegen —1 = eI™ steht im Gegensatz zu Fp bei £, im Expo-
nent der e-Funktion anstatt i7 die Phase im . Fiir eine genauere Beschreibung dieser
Herleitung siehe entsprechende Literatur [4, Kap. I11.5, TI1.8, 111.12]. Es gibt einen
Unterschied in der Phase von 7 zwischen Phasenobjekt- und Amplitudenobjektwir-
kung. Er entspricht dem Unterschied zwischen den Exponenten i und &k . Deshalb
ist beim Phasenobjekt die Amplitude der vom Objekt ausgehenden Welle gegeniiber
der Amplitude der einfallenden Welle um 90° oder 7 phasenverschoben. In der vek-
toriellen Betrachtung von Abbildung 3 wird deutlich, daBl beide Wellen miteinander
durch Interferenz keinen auffalligen Kontrast im Bild erzeugen koénnen.

Beim Phasenkontrastverfahren wird entweder dem gebeugten, z. B. ringférmigen
aufleren Anteil oder dem ungebeugten Anteil der ausgehenden Welle mittels eines
%—P]iittchens eine 7-Phasenschiebung gegeben. Diese Platte wird in der Objektiv-

brennebene postiert. Damit kann der gebeugte Teil E¢ mit dem ungebeugten Teil
Ey zur Abbildung interferieren. Man kann sagen, die Phasenschiebung riickt den
zunachst nicht sichtbaren Phasenkontrast in den Bereich des sichtbaren Amplitu-

denkontrasts.
/T Ec

E
Ey Ey G
Abbildung 3: Phasen- und Amplitudenkontrast

Der Betrag der Gesamtfeldstarke |E_’U + Eg| der ausgehenden Welle unterscheidet
sich vom Betrag der Feldstarke |E}| der einfallenden Welle durch die Wirkung des
Phasenobjekts alleine nur wenig. Eine 90°-Drehung von Eg bringt deutlich mehr
Kontrast.

Phasenkontrasteffekte bei elektronenoptischer Abbildung werden schwécher fiir Ob-
jekte 1m Bereich grofler als 5 bis 10 Nanometer sowie bei Atomen mit hoherer
Ordnungszahl. Dagegen wird der Amplitudenkontrast bei groflerer Dicke oder Ord-
nungszahl deutlicher. Typische Objekte fiir Phasenmikroskopie sind z. B. einzelne
Atome schwerer Elemente, Makromolekiile, Viren, Bakterien, heterogene Fliissigkei-
ten, Membrane und andere amorphe Objekte [5, S. 108, S. 204f]. Bei kristallinen
Objekten sind fiir die Kontrastentstehung andere Effekte maBgebend [1, Kap. 2.4].

Durch Einflunahme auf Defokussierung oder Offnungsfehler kann die Phasenver-
schiebung, letztlich entscheidend fiir die Sichtbarkeit des Objekts im Bild, manipu-



liert werden. Bei solchen Methoden bewirkt die Vergroferung des Offnungsfehlers

zwar eine Abnahme der Auflésung, der Kontrast nimmt aber dennoch zu.

Eine interessante Methode zur Kontrasterhohung mittels einer vergroferten Wir-
kung des Offnungsfehlers ist das Anordnen einer aus konzentrischen, abwechselnd
hellen und dunklen Ringen bestehenden Zonenplatte in der hinteren Brennebene
des Objektivs des Elektronenmikroskops. Je nach Bedarf werden bei entsprechen-
der Ringstruktur nahezu nur gleichphasige oder nahezu nur gegenphasige Elektro-
nen von verschiedenen Bereichen der Wellenflache durchgelassen. Die Wirkung des
Offnungsfehlers besteht darin, dafl im Bildpunkt aus verschiedenen Bereichen der
Wellenfliche ankommende Elektronenwellen nicht gleichphasig sind. Werden jedoch
nur gleichphasige Elektronenwellen durchgelassen, so hat man eine kleinere Auswir-
kung des Offnungsfehlers und eine bessere Auflssungsgrenze bei allerdings weniger
Kontrast. Genau umgekehrt ist es bei gegenphasigen Elektronenwellen. Mit ihnen
erreicht man Kontrasterhshung bei groBer werdender Offnungsfehlerwirkung [1, S.

144).

)
Lichtquelle
— ) (— Elektronenquelle
o Kondensor
Kondensor
> Objekt Objekt
X Objektiv
Objektiv
Zwischenbild Zwischenbild
Projektiv Projektiv
Endbild > Endbild

Abbildung 4: Vereinfachter Aufbau eines Durchstrahlungs-Elektronenmikroskops im
Vergleich zum Lichtmikroskop



Linsen bilden ein brechendes Medium bei der Abbildung. Thr Brechungsindex und
ihre Brechkraft sind durch elektrisches und magnetisches Potential bestimmt. Sie
bewirken letztlich eine Impulsénderung der Teilchen. Das gilt hauptsachlich fir die
senkrecht zur Achse liegende Lateralkomponente des Impulses.

Bei der Betrachtung einfacher Mikroskopaufbauten, wie in Abbildung 4 skizziert, er-
kennt man die folgenden wichtigsten Elemente: Hinter der Elektronenkathode oder
Lichtquelle sorgt der Kondensor fiir moglichst breite parallele Ausleuchtung der
Objektebene. In der Praxis benotigt man zwei Kondensorlinsen und eine Leucht-
feldblende dazwischen. So erzeugt man im Kondensor ein Bild der Kathode als
neuen Ausgangspunkt. Die Objektivlinse erzeugt (mit Offnungsfehler) zunichst das
Zwischenbild. Danach bildet die Projektivlinse (mit Offnungsfehler) dieses auf den
Bildschirm ab [1, Kap. 2.1.].



3 Der Offnungsfehler

3.1 Definition

Der Offnungsfehler einer abbildenden Linse entsteht in der Regel durch die Tatsache,
daB fiir parallel zur optischen Achse einfallende achsenferne Strahlen der gemeinsame
Schnittpunkt in einer kleineren Entfernung hinter der Linse liegt als fir achsenna-
he Strahlen. Achsennahe Strahlen werden oft paraxial genannt. Die Neigung eines
Strahls oder einer Teilchenbahn entspricht dem Winkel, den die Bewegungsrichtung
mit der Achsenrichtung einschliefit. Da eine fokussierende Linse den duferen Strah-
len eine starkere Neigungsanderung gibt als den inneren Strahlen, ist anschaulich
klar, daf} fiir beliebig nahe beieinander liegende, parallel einfallende Strahlen der
auflere Strahl die Achse hinter der Linse immer vor dem inneren Strahl schneidet.
Die achsenfernen Strahlen bilden daher in der Brennebene der achsennahen Strahlen
ein kreisformiges Offnungsfehlerscheibchen.

Die Ursache des Offnungsfehlers skizziert die folgende Uberlegung, die durch Ab-
bildung 1 illustriert wird: Man betrachtet von einem Achsenpunkt ausgehende Teil-
chen im elektromagnetischen Abbildungsfeld, welche die gleiche Energie und damit
auch die gleiche Gesamtgeschwindigkeit haben. Wenn sich zwei Teilchen aufgrund
verschieden verteilter Geschwindigkeitskomponenten parallel und senkrecht zur op-
tischen Achse mit unterschiedlicher Neigung in z-Richtung bewegen, so kehrt eine
achsenfernere Bahn in geringerem Abstand zur Achse zuriick als eine achsennihe-
re Bahn. Denn bei relativ groflerer Lateralkomponente der Gesamtgeschwindigkeit
eines Teilchens ist der Betrag der axialen Komponente der Geschwindigkeit entspre-
chend kleiner. Daher brauchen achsenferne Strahlen langer, um eine Linse der Lénge
[ zu durchlaufen und sind daher langer den Feldkréften ausgesetzt. Man miifite des-
halb eine Linse konstruieren, deren Felder nach auflen schwicher werden. Dies ist
allerdings fiir divergenzfreie Felder nicht méoglich.

In der elektronenoptischen Abbildung ist die Auflésung wegen der kleineren Wel-
lenlinge der Elektronen um einiges giinstiger (1072 m bis 107'° m) als in der licht-
optischen Abbildung (107¢ m bis 10=7 m) [1, S. 18], jedoch wirkt der stirkere Off-
nungsfehler von Elektronenlinsen einer noch besseren Auflosung entgegen [5, Kap.
2.1.2]. Die wichtigsten Abbildungsfehler sind fiir Elektronenlinsen allgemein grofier
als in der Lichtoptik. Ursache dafiir sind schlechtere Korrekturmoglichkeiten.

Die Betrachtung der Abhangigkeit des Fehlerscheibchens eines rotationssymmetri-
schen Aufbaus vom Offnungswinkel 8 zeigt, daB bei der Entwicklung nach Potenzen
von # nur Terme mit ungeradem Exponent auftreten kénnen. Denn das Vorzeichen
der Fehlerabweichung mufl demjenigen des Winkels entsprechen. Die hier zu betrach-
tende Gauflsche Abbildung mit linearer Bahngleichung ist in der ersten Ordnung als
ideal anzusehen. Der Offnungsfehler hat die Entwicklung C36% 4 C50° + C-07 + ... fir
kleine Offnungswinkel. Hier haben die Koeffizienten die gleiche GréBenordnung. Da-
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her ist der Fehler dritter Ordnung der wichtigste Abbildungsfehler, wahrend héhere
Ordnungen des Offnungsfehlers hier nicht weiter betrachtet werden. Die Obergrenze
fiir den Offnungswinkel bei Betrachtung der dritten Ordnung ist demzufolge dort ge-
geben, wo 6% nicht mehr gegen eins zu vernachlissigen ist. Fiir einen von einem Punkt
auf der Achse im Offnungswinkel § ausgehenden Strahl ergibt sich eine Abhingigkeit
des Radiuses Ar des Offnungsfehlerscheibchens von 6% . Die VergréBerung wird mit
V und die Offnungsfehlerkonstanten mit Cs5 bezeichnet. Der Offnungsfehler ist also
derjenige Abbildungsfehler, der vom Offnungswinkel kubisch abhiingt [1, Tab. S. 85].
Fiir die Offnungsfehlerkonstante Cy ist auch die Bezeichnung sphirische Aberration
C's gebrauchlich, da dieser Fehler bei Rundlinsen auftritt. Wegen der dritten Potenz
in 6? ist auch die Bezeichnung Cj tiblich. Eine typische Grofenordnung fiir Cs von
Elektronenlinsen ist 0,5 mm bis 4 mm. Im GréBenbereich von wenigen Millimetern
liegt C'5 ungefahr bei der Halfte des Wertes {iblicher Brennweiten. Die GréBenord-
nung des Offnungswinkels liegt im Bereich von 1 mrad bis 10 mrad. In diesem Bereich
ist die bestmogliche Auflésung zu erwarten [1, Kap. 1.4.4.].

Die oben genannte kubische Abhéngigkeit ist Ar = C36°V. Fiir eine alternative Her-
leitung der kubischen Abhéngigkeit respektive des zu einem Term dritter Ordnung
in @ gehorenden Bildfehlerkoeflizienten siehe dazu Literatur [3, Kap. 27, 28, 106].
Man findet einige Darstellungen des Verhaltens von C5 als Funktion verschiedener
Parameter in der Literatur [6, Kap. 2.5].

Neben Abbildungsfehlern, von denen hier nur der Offnungsfehler ausfiihrlich be-
trachtet werden soll, wirkt sich immer auch die Defokussierung der Objektposition
auf die Phasenverschiebung und damit auf den Kontrast aus. Dies soll nun hergeleitet
werden. Sei nun a die Objektweite von der Linse am Punkt I bis zum Objektpunkt

T~
( 9'\\\ PIAT

Abbildung 5: Skizzierung von idealer und realer Abbildung gemafl Abbildung 1 zur

Verdeutlichung eines Phasenunterschiedes, der mit Ar respektive mir R wichst
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@, b die Bildweite zum Bild bei F', R der Achsenabstand fir den Strahldurchgangs-
punkt in der Linsenebene. Bei der idealen, fehlerfreien Abbildung, die als GauBlsche
Abbildung bezeichnet wird, wiirden alle Strahlen fiir jeden Offnungswinkel 6 mit
der jeweils zugehorigen Steigung 6 im Punkt F' fokussiert. Hier werden die Win-
kel auf der Bildseite mit einem Strich gekennzeichnet und die Gaufsche Abbildung
mit dem Index GG bezeichnet. Man kann sagen, die Strahlen sind im Punkt F' ge-
meinsam in Phase, unabhingig davon, welchen Weg sie zuriickgelegt haben, also
unabhdngig von R . Abbildung 5 skizziert den Fall der GauBischen Abbildung und
den realen Fall, wenn ein Strahl aufgrund des Offnungsfehlers eine um groBere Stei-
gung ' = 0, + A0’ bekommt und einen Bildpunkt P hat, der in der Bildebene um
Ar gegeniiber F' verschoben ist. Die fehlerbehaftete Abbildung ist durch die unter-

brochene Linie dargestellt. Dabei ist § ~ % , V= 2 , und mit der Linsenbrennweite
f gilt a = f fiir grofe VergroBerungen. Es folgt fiir den Fehler [5, Kap. 3.3.1]
b, R
AT’ = Cg-(-)g . (7)

f
Wie in Abbildung 6 dargestellt ist, ergeben auch Veranderungen der Objektposition
und der Brennweite jeweils einen Beitrag zum Fehler Af’ . Man betrachtet die
Linsenformel 1 = % + % fiir einen Strahl mit verdnderter Objektlage a + Aa . Dazu
gehort dann die verdnderte Bildweite b + Ab . Die Entfernungen a , b und f sind
stets positiv. Negative Werte von Aa , Abund A f bedingen Verkiirzung. Somit ist

1 1 N 1 _1(1 Aa+ )+1<1 Ab+ ) (8)
f_a+Aa b+ Ab a a b b

Daraus folgt Ab = —Aai—i. Mit €' als kleinemm Winkel des Strahls in der Bildebene,
A#' als von der Objektverschiebung Aa herrithrendem Fehler des Winkels nach dem
Linsendurchgang und mit 6’ ~ % folgt
o' R
AH; = —Abz = A(I,F ) (9)
denn Ab ist negativ bei stirkerem Neigungswinkel auf der Bildseite. In Analogie
folgt bei veranderter Brennweite f + Af als Resultat Ab ~ Afi’,—i und
o' R
Al = —Abg = —Afﬁ . (10)
Af’ ist der vom Brennweitenfehler bedingte Strahlwinkelfehler hinter der Linse. Der
Gesamtfehler A§" summiert sich zu
Ar R? R
A0'=T+A9;+A0' =03F—(Af—Aa)F . (11)
Wie in Abbildung 5 schon angedeutet, existiert zwischen idealer und realer Wel-
lenfront hinter der Linse ein Phasenunterschied. Das hat folgenden Grund: Die im
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Abbildung 6: Zur Lokalisierung von Offnungsfehler und Defokussierung und Bestim-

mung der Anteile am Gesamtfehler A§’
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Abbildung 7: Zusammenhang zwischen Gangunterschied und Achsenabstand mit als
punktierte Linien dargestellten Wellenfronten senkrecht zur Ausbreitungsrichtung

Punkt F' fokussierende Wellenfront bildet einen Kreisbogen um F' mit dem Radius
der Lange der Strecke von I mach F' . Lokal kann hier eine Wellenfront als eben
angesehen werden. Die reale Wellenfront, die im Punkt P fokussiert, bildet global
einen etwas engeren Bogen, der in Abbildung 5 als unterbrochene gebogene Linie
gezeichnet ist. Denn je weiter entfernt von der Achse der Strahl verlduft, desto wei-
ter entfernt liegt nach Gl. (7) auch P von F . Der gleiche optische Weg im Vakuum
zwischen Linse und Bildebene entspricht dabei der gleichen Entfernung zwischen der
gezeichneten Wellenfront und dem Brennpunkt. Abbildung 7 zeigt nun die Ermitt-
lung des lokalen differentiellen Gangunterschiedes, der von der zusétzlichen Steigung
A’ der realen Bahnen gegentiber den Gaufschen Bahnen herriihrt. Sind die verschie-
den geneigten Wellen fiir R in Phase, so sind sie fiir R + dR um ds gegeneinander
verschoben. Es ist die Integration eines differentiellen Gangunterschiedes ds erfor-
derlich, da ;—E = A#" wie auch Ar mit R gemaf Gl. (11) wichst. Man sieht auch,
dafl die Bildebene allgemein keine Phasenebene ist, denn die Phasenunterschiede
der Strahlen, die die Linse in verschiedenen Achsenabstdnden passierenden, setzen
sich in der Bildebene fort. Der Gangunterschied ¢ des realen zum GauBschen Strahl,
der die Phasenverschiebung W () = 27”9 bestimmt, ist fiir zwei Strahlen, die einen
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Abstand dR in der Linsenebene haben, gerade

R R
g:/ ds:/ A0'dR (12)
0 0

wobei Af’ genau zu 0 gehort. Bei der Gauischen Abbildung ist W(#) = W (8 = 0) =
W(R=0)=0=W(A# =0) und A§’ =0 . Gl. (12) fihrt mit Gl. (11) zu

2 (R 27 1 _ R* 1 R*
9 = —/ / ! = —|( — - - _/ —) .
W(0) v/ AO'dR ;) (403 i 2(Af Aa) f2> (13)
Az = Af — Aa ist nun die Defokussierung, also die Verschiebung des Objekts aus
der Urbildebene. SchlieBlich ist ? ~ § und

W) = 20,5 — Az (14)

Diese Form ist dquivalent zur Scherzerformel [5, Gl. 3.40, 3.67]. Es zeigt sich, daf
die den Bildkontrast beeinflussende Phasenverschiebung W bei bestimmter Defo-
kussierung Az nur vom Offnungswinkel # abhingt und durch Wahl des Wahl des
Offnungsfehlers C5 variiert werden kann. Die fiir die Bildbeobachtung von Objekten
mit Phasenkontrast giinstige Phasenverschiebung von Z erkennt man in der Darstel-

2
lung mit den reduzierten Variablen

Cls

0 = 9(7)% und Az* = Az(C3))77 . (15)
Damit gilt:
6* o<t o
W) = — Az* . (16)
2m 4 2
Diese Beziehung ist in Abbildung 8 dargestellt. Die Groflenordnung der Wellenlédnge
von Elektronen errechnet sich mit der nichtrelativistischen Formel A = QT:T 1,

Gl. (2.12)]. Beispielsweise haben Elektronen mit Fy;,, = 100 keV eine Wellenlédnge
A & 3,88 107" m. Weil C3 im Bereich von einigen Millimetern und § im Be-
reich von einigen Millirad liegt, nehmen Az* | 6* und W(6*) gemeinsam Werte
der GréBenordnung eins an. W (0*) hat jeweils das Minimum 60%,* = Az*, dort ist
W = Wun = —ZAz**. Die Minima liegen bei Vielfachen nZ mit n aus der Menge der
natiirlichen Zahlen falls Az* = \/n. Am giinstigsten fiir die Sichtbarkeit ist also der
Bereich dicht oberhalb von Az* = 1 und damit von Az = y/C3A . Dann liegt das
W-Minimum dicht unterhalb bei —7 . Wichtig ist dabei, daB W (6*) im Bereich eines
Minimums oder Maximums im allgemeinen relativ wenig schwankt. Weiterfithrend
ist die Uberlegung, W (0) auch als Teil einer Phasenkontrast-Ubertragungsfunktion
anzusehen [7, Kap. 3.6].
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2.5

Abbildung 8: Die Darstellung zeigt W (6*) gemaB Gl. (16) fir verschiedene Werte
der reduzierten Defokussierung Az* . Sie hat von links nach rechts die Werte 0 , % ,
1,2,4.

v 2

3.2 Der Einflul des Offnungsfehlers in der Teilchenoptik

In dhnlicher Weise wie im vorigen Abschnitt betrachtet man nun die reduzierten

Variablen 6 und Cs:

~ AZ 1 ~ /\

Dann ist _ ~ _

we) 6*. 0

YT 1

4T3 (18)

Abbildung 9 veranschaulicht diesen Zusammenhang. W((‘j) hat ein Minimum bei
03 = C% . Dort ist W = Wy = _gc%, = —%éji . Ein breites Minimum Wy = —7
gibt es bei C's = 1 , was wieder C3 = AfQ bedeutet.

Fiir das Minimum gilt allgemein 8y, = ,/é—: unabhéangig davon, ob dieses Minimum
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Abbildung 9: Die Darstellung zeigt W (8) gemafl Gl. (18) fiir verschiedene Werte des

reduzierten Offnungsfehlers Cy . Er hat von unten nach oben die Werte 0, 1 | 1 |

v 9
3
2

2.

durch Anderung der Defokussierung Az oder durch Anderung des Offnungsfehlers
(' erreicht wird. Wahrend durch VergréBlerung der Defokussierung Az die Minima
von W () zu wachsendem 6 hin liegen, ist es bei der VergroBerung von C5 genau um-
gekehrt. W(#)-Minima liegen dann zu kleineren 6 hin. Setzt man die Bedingung C3
= Ajz in die Beziehung 6y, :ﬁ ein, so erhilt man 0y, = (O%)i . Damit zeigt sich
folgendes: Wenn sehr kleine Winkel zu gut sichtbarem Kontrast fithren sollen, muf}
C'5 groB sein, damit der breite Minimumsbereich bei kleinen Offnungswinkeln liegt.
Der Betrag von Wy = —%é;: wird im interessierenden Bereich mit wachsendem
(3 immer kleiner, so daf} bei festem Az der Wert —7 bei zu grofien ('3 unterschrit-
ten wird. Fiir die gewiinschte Phasenschiebung von 7 muf} also aufler (5 auch noch
Az hinreichend gro8 sein; dies ist ein in der praktischen Ausfithrung sicherlich re-

lativ einfach 16sbares Problem, da eine Defokussierung gewohnlich leicht eingefithrt

werden kann. Motivation fiir die vorliegende Arbeit ist es, eine C'3-Regelung als Ein-
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stellung fiir Ops entsprechend den gegebenen Objekten zu entwerfen. Handelsiibliche
Gerédte haben oft aus Griinden der Auflésung einen optimierten, festen Wert fiir Cs
und sind dadurch auf einen Bereich fiir 837 beschrankt, der fiir viele schwache Pha-
senobjekte wie beispielsweise biologische Objekte zu grof} ist, um noch hinreichend
starken Bildkontrast zu sehen.

3.3 Elektronenoptische Phasenmikroskopie

Bei elektronenoptischen Objekten spielt Absorptions- bzw. Amplitudenkontrast die
untergeordnete Rolle. Der relativ zur Lichtoptik grofe Offnungsfehler von Elektro-
nenlinsen bedingt stets Phasenkontrast zwischen gebeugten und ungebeugten Strah-
len. Die Phasenverschiebung ist aber primér abhingig von der értlichen Anderung
des elektronenoptischen Brechungsindex n und auch von der Objektdicke ¢, so da3
sie Werte von 0° bis 90° und mehr erreichen kann [1, Kap. 2.3.2]. Mit der optischen
Weglangendifferenz A = (n — 1)t ist analog zur Lichtoptik eine Phasenverschie-
bung verkniipft [5, Gl. 3.21] [1, Gl 2.13]. Diese entspricht einer Drehung in der
komplexen Ebene oder nach Gl. (1) einem Faktor € in der Wellenfunktion. In der
Licht- und in der Teilchenoptik gilt folgendes gleichermaflen: Der Faktor i zeigt in
der komplexen Schreibweise einen 7-Phasenunterschied, der jeweils die schwachen
Phasendnderungen durch das Objekt erst durch das Abbildungsverfahren mit noch-

maligem Phasensprung von 7 sichtbar werden laft.

Der in Gl. (7) auftretende Offnungsfehler Cs ist also wichtige Ursache der quantita-
tiv faBlbaren Phasenschiebung W . Der Winkel, in dessen Bereich W ~ —7% breites

_1
Minimum ist, ist proportional zu C5* . Also ist die Kontrastverbesserung grober
1
Objektdetails proportional zu C3* | wihrend die Auflosung feiner Objektdetails
1

proportional zu C4 ist. Denn der Radius der theoretischen Auflésungsgrenze ist in

erster Naherung proportional zu Cf [1, GL (1.84)] [8, Gl. (142) und GI. (143)].
Die Verschlechterung der Auflésung kann haufig hingenommen werden, wenn grobe
Objektdetails kontrastreich abgebildet werden sollen. Weiterfithrend ist die Bestim-
mung des Winkelbereichs, fiir den der Offnungsfehler die kleinstmégliche Auflésungs-

begrenzung bewirkt.
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4 Berechnung des Offnungsfehlers

4.1 Die Bewegungsgleichung

Zur spateren numerischen Berechnung des Offnungsfehlers benotigt man dessen ex-
akte Herleitung aus einer Bewegungsgleichung. Die Herleitung soll den relativisti-
schen Fall mitenthalten. Man betrachtet ein Teilchen mit Ortsvektor 7 im kartesi-
schen Koordinatensystem. Dabei soll hinreichend gutes Vakuum und Raumladungs-
fretheit vorherrschen. Ausgehend von der Lorentzkraft fiir ein Teilchen mit Ladung
g und Ruhemasse m im elektromagnetischen Feld hat man

d . — —
i =ai'x B+ qE (19)

wobei Zeitableitungen durch einen Punkt gekennzeichnet sind. Hierbei ist der Impuls

des Teilchens gegeben durch

1 .
F=m P (20)

2
Ji-&

1

Oft benutzt man folgende Abkiirzung:

Dabei ist v = \/rZ = |7_" | die Teilchengeschwindigkeit und ¢ die Vakuumlichtgeschwin-
digkeit. Die Ladung ¢ ist fiir ein Elektron ¢ = —e. Nach Einsetzen des Impulses erhalt

manm

(22)

% 7 ist ein Skalarprodukt. Jetzt kann man durch Multiplikation der Gleichung mit
" offenbar einen Ausdruck fiir 7 7~ erhalten, der dann wiederum in die Gleichung
eingesetzt und somit ganz ersetzt werden kann.

G(F x B) -7 4 qF -7 =mr - (1 - )77 . (23)



(,'2
., q¢ 0 = = (E-P)7F
= B+ FE — 2
r m’y(r X + 2 ) 3 ( 6)
. q . B HE -7
z = m’y(xBy yB, + E. = ) (27)

mit Z als z-Komponente von 7.

Unser Interesse gilt stationdren rotationssymmetrischen Feldern. Die nachfolgenden
Uberlegungen bezichen sich daher auf Systeme mit gerader Achse. Das ist gleich-
bedeutend mit der Kriimmung null. Wir benétigen anstatt 7(¢) und den zeitlichen
Ableitungen nun 7(z) und die Ableitungen nach z , der Koordinate in Richtung der
Symmetrieachse. Diese Ableitungen nach z werden durch einen hochgestellten Strich

gekennzeichnet. Allgemein gilt:

. 1 .
rz r = Z =

-_’_
r = 7 ) 9

(28)

Mit den zuvor hergeleiteten Resultaten ergibt sich

(2 . . . E_'_'—"—'
'":|7j—|i[7_"><B—|—E—( 27“)7‘

|7~|2 my c

— #(&By — §Bs + E. — ~—— .)] S (29)

Die E - 7 enthaltenden Bruchterme verschwinden wegen 7 = % . Man ersetzt nun
7" durch 2/ und verfihrt entsprechend mit den Komponenten @ und g . Zuletzt
wird tiberall |F| durch v und Z durch h%, ersetzt. Als Ergebnis bekommt man eine
Gleichung, in der neben Feldgréflen nur z-abhangige Ortsgrofien und die Teilchen-

geschwindigkeit v auftauchen.

R
(8]

o 9
=
msy

"xB+E—7E, +

s

7 (y' B, — 2'By)] . (30)

<
[\e}
?J‘G

Anstatt mit 7(z) rechnet man zweckméBig mit der komplexen Grofle w(z) = z(z) +
iy(z). Man hat keine Vektoren mehr und benutzt die bekannten Komponenten von

7, " usw. Die Feldgr6Ben sind £ = E, +1F, und B= B, +1B, .
Es gilt || = 1+ 22 +y”? = /1 4+ w'w mit der konjugiert komplexen Grofie

w=x—1y .

Bei Verwendung all dieser GréBen gewinnt man den Ausdruck

" q 1 + wl’ljjl ! v ! !
= _— E _— EZ — = Bz - B
v mry p2 { v + 1+ w’zD’[(y : y)
+i(2'B, — 2'B,)| + v w'(y' By —2'By)} . (31)

V1+w'ao
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Wegen 2/ = 1 und Bw' = (B, —iB,)(z' +iy') folgt

g 1+ wa v . .
who= T W Bt Seee[iBy = By — 0B 4 B
+w'ITm{(B, —iB,)(z' +iy")}]}, (32)
g 1+ wuw v . 5
UJ" = HT{E — 'LU,EZ + W[I(B — ’l,U,BZ) + w'Im{Bw'}]} . (33)

Oder bei Verwendung des Impulses p = |p] = myv

_q1+w'w'
= .

"
w

(E - w'E,) + %\/71 Fw@[i(B—wB,) +wTm{Bu'}].  (34)

Im weiteren Verlauf sollen die stets positiven Betragsgrofien p und v sowie die Feld-
groBen einheitlich durch das elektrische Potential ¢ und das magnetische Potential
ausgedriickt werden. Der Betrag der Teilchengeschwindigkeit und des Impulses wird
gemaf Gl. (19) durch ein homogenes Magnetfeld nicht verandert, da der Winkel
zwischen Flugbahn und Magnetfeld gleich bleibt. Nur das elektrische Potential ist
Parameter fiir p . Das Potential sei so geeicht, dal ¢ = 0 wenn das Teilchen ruht.
Fiir ein relativistisches Teilchen gelten neben Gl. (20) und GI. (21) die Beziehungen

mye’ —mc = Epin = —Epoy = —q¢ (35)

mit potentieller und kinetischer Energie und

pe = \/(mye?)? — (me?)? = \[(me* — qg)* — (me*)? . (36)

Bei den Feldern braucht man partielle Ableitungen. Wegen = 1(w + @) und

Yy = %(w — w) hat man g, = %&; + %ay = %&C + %ay . Mit dem entsprechenden

konjugiert komplexen zeigt man, dafl

FE=-20;¢, B=-20¢, (37)
b, = _az¢ > B, =— z'(/] : (38)
Mit Im{Bw'} = —Im{Bw'} erhilt man

‘l 1.1
W' = g¥(—zaw¢+w'az¢)

+ Iy w'w![i(—2040 + w'0,) + w'Im{2w' dy1p}] . (39)
p
Gl (39) soll im folgenden so umgeformt werden, dal auf der rechten Seite aufer

w, w, w', w nur von w unabhéangige GroBen stehen. Den allgemeinen Zusammenhang
zwischen Potentialgréflen und w-Koordinaten bietet die Rethenentwicklung

b= do(2) + H=)wi + 2w ® + -+ . (40)
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Die entsprechene Gleichung gilt fiir ¢ anstelle von ¢ . Hierbei wird jeweils das
Potential auf der Achse mit dem Index 0 gekennzeichnet. Fiir die zu betrachtende
Rotationssymmetrie ist nur das Quadrat ww des Abstandes zur z-Achse mafgeblich,
denn nur das Abstandsquadrat ww ist invariant unter Rotation. Bei einer Rotation
des z-y-Koordinatensystems um einen Winkel o geht w iiber in €®w . Dabei bleiben
nur Potenzen von ww unabhédngig von « .

Aus der Laplacegleichung gewinnt man sowohl fiir das elektrische Potential ¢ als
auch fiir das magnetische Potential ¥ einen Zusammenhang zwischen den reellen

Koeffizienten der Entwicklung in Gl. (40) der Form
Ad = 40,050 + 0*¢ =0 . (41)

Nach dem Einsetzen in die Laplacegleichung, muf} jeder zu verschiedenen Ordnungen
von w gehoérende Summenteil gleich Null sein. Es werden nun die nullte und die

zweite Ordnung in w betrachtet. Aus 02¢g(z) + 4(/7)(2) = 0 folgt ¢ = —i 0 und mit
qNb"wﬁJ + 4(/7)41017) =0 wird

1
TR o (42)

So laBt sich das gesamte Potential im Raum durch jenes auf der Achse darstellen.

o 1 1,
¢ = do(2) = 79(2Jww + g (2w’ + - (43)
1 " - 1 nn 2 -2

= tho(z) — Zt/)o(z)ww + 6—41/)0 (z)w*w” + -+ . (44)

Man benétigt desweiteren die beiden partiellen Ableitungen

/ 1 (1! 1 L1 2 —

Oud = —100(2)w + 5" (2w + - (45)

/ (! 1 " — 1 (1 2.2
.6 = h{z) — S (Yoo + gt 4 - (46)

und die analogen Ableitungen fiir den magnetischen Teil. Fiir w = 0 ist also das
Potential im Raum gleich dem axialen Potential, und entsprechendes gilt bei ' und
B. Auch p , v und v zerfallen in einen mit Index 0 gekennzeichneten axialen und
einem raumlichen Anteil. Somit sind wegen der Rotationssymmetrie pg , o und vg
wie ¢g und g nur Funktionen von z . Unter Verzicht auf die vierte und alle hoheren
Ordnungen seien die raumlichen Potentialanteile — 1) (z)ww und — 3¢ (z)ww . Aus

Gl. (35) folgt

L 1 ad"wiE 1
— q%o 4 1 goguw _ o+ _ch e (47)

mcz 4 mc?
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2

Mit GI. (21) ist v=c/1 — W% und unter Benutzung von (1 +:L')” =14nxfirn=1

und n = —1 hat man

1 1 1 g¢"ww 1
v = ¢ |1— —=c | (1 — —=<)(1+
\l 73 + g wi \l( )( )

%’YOW o0 2 ygme? 1 — %
1 q¢”wu_J 1 meUg L1 —
= vy + v = oo+ T % 4 48
Uo+Uo4 " UO+4 e ¢"ww (48)

Zuletzt wurde pg = m~ygve benutzt. Nach Einsetzen der Resultate in p = m~yv erhalt
man schlieilich

ta -
—po+ -2 . 4
P po+4voqﬁ ww (49)

Man erhélt also zum Einsetzen in die Gleichung fiir w” Terme erster, dritter und
!

weiterer ungerader Ordnungen in w , w , w' , w' . Dazu ist folgende Uberlegung
hilfreich: Die Anfangswerte von w und w’ werden mit einem Index ¢ bezeichnet. Die
Funktion w(z , w; , w} , w; , ;) beschreibt dann die Bewegung bei vorgegebenen
Anfangswerten und zerféllt in einer Taylorentwicklung in vier Summanden 1. Ord-
nung wiwy, (2) + wiwy (z) + Wiwg,(2) + Wywg (2) , zehn Summanden 2. Ordnung,
davon vier mit quadratischem Term wfwwz (z) + wfwwgz (z) + wfwmz (z)+ w?wma (2)
und sechs Summanden 2. Ordnung vom tgemischten Typ wiwgwu;wtf,(z) , sowie in

zwanzig Summanden 3. Ordnung. Letztere bestehen aus vier Summanden des Typs

w?ww?(z) , zwolf Summanden des Typs w?wgww?wé(z) mit jeweils einem quadrati-
schen Term und vieren des Typs w;w}w;w,, .5, (z) mit ausschlieBlich verschiedenen
2

Faktoren. Mit einem kleinen ¢ gilt nun fiir eine nach Ordnungen separierbare Funk-
tion f

'U)(Z , EWw; , SUJ; , EW; 611);) = f(€) = fo + f1€ + f2€2 + f3€3 + e (50)

und fy ist
ein Polynom zweiter Ordnung. Allgemein ist f,, eine homogene Funktion n-ter Ord-

Dabei ist f; eine lineare Funktion in den Anfangswerten w; , w! , w,; , w!},

709

nung in diesen Anfangswerten. In dem hier relevanten Spezialfall der Beschrankung
auf ungerade Ordnungen kann man schreiben

w(z) = ew(l)(z) + 63w(3)(2) + 65w(5)(2) +oee, (51)

wobei der Index jeweils die zugehorige Ordnung bezeichnet. Weil aber auch mit
entsprechenden Funktionen ¢(*)

" +¢(w) +¢Dw) +-- =0 (52)
gilt, folgt direkt beim Einsetzen in Gl. (52) gemaB Gl. (51)

ewM"(2) + 2w (2) + ¢V (ew) + ) + ¢ (cw® + Ew®) + O = 0,
ew(l)"(z) + 63“)(3)"(2) + q(l)(gw(l)) + q(l)(€3w(3)) + q(S)(ew(l)) + O
8w(l)"(z) + €3w(3)"(2) + 6q(l)(w(l)) + 63q(1)(w(3)) + 63q(3)(w(1)) + O

— e e

(5?;)
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Der Vergleich der Koeffizienten bei gleichen Potenzen von ¢ liefert eine Ordnungsent-
wicklung von w” . Die erste Ordnung liefert die ideale Bahn. Die Bahnabweichung ist
mindestens dritter Ordnung. Der Summand w(™ heiBt Fehlerbahn n-ter Ordnung.
Fir die Summierung der Ordnungen zur allgemeinen Losung w wird dann ¢ in Gl.
(51) gleich eins gesetzt.

Setzt man die Ergebnisse von Gl. (45) bis Gl. (49) nun in Gl. (39) ein und beschrankt
sich danach zundchst auf die Terme erster Ordnung in w , so vereinfacht sich diese

Gleichung stark:

"

W L i+ 518 4 igggut) <0 (54)
Po 2 Vo

Es sei angemerkt, dafl neben der Herleitung aus Lorentzkraft und Potentialent-

wicklung eine derartige Bahngleichung fiir den rein elektrischen Fall mit reellem

Achsenabstand nichtrelativistisch auch aus dem Energiesatz %va = —q¢ und der

Bewegungsgleichung mit der radialen Komponente des elektrischen Feldes herge-

leitet werden kann [1, Kap. 1.2.4][3, S. 58f]. Fir die dritte Ordnung folgt wegen

w®" 4 ¢M[w®] 4+ ¢®[w] =0

1
wt — ¢0 + ¢0] - _i[¢0 + it ]w
Po 2po
_ i Y2 (1) 1i (1)
p [ 11/J0]w w 2po[U0 ub ]w wM'G
L1 2 2 L1
i ( [@0 + 7,/}”/] [(m_ %)¢g¢0+ ¢0 ]) (1) (MM
4" po I Po Yo Yo
1, 1gq ¢HH " q* . m? L 90 (12 5(1)
+ 8(2;0 0+¢] %[(—%JF%)OJF_ ol)w' w
1 g _
+ gp_o oW (1)'Im{w(1)w(1)'} =0. (55)

Auf eine weitere Vereinfachung des Summanden mit Imaginarteil wird zugunsten ei-
ner spiteren Umformung verzichtet. Allgemein bezeichnet ¢ [w] den Teil der Bahn-
gleichung mit dem Homogenitétsgrad n in w. Er hdngt von den axialen Feldern Fy
und By und ihren Ableitungen bis zur n-ten Ableitung ab. Fiir den linearen Teil der

Bahngleichung w” + ¢(V[w] schreibt man LM[w] [8, Kap. 1.6]. Also ist

L0k + 3 ] = 0. (56)
n=2
Die GI. (55) schreibt sich dann
W] 4+ ¢V =0 . (57)

Die linearisierte Bahngleichung ist nun die GauBsche Bahngleichung. Thre Losung
LOwM] =0 (58)
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kann man iterativ eine Reihe von Losungen mit héheren Ordnungen erhalten. Diese
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die zweidimensionale Koordinate w hat
allgemein als Losung eine Kombination von vier Fundamentalbahnen mit durch
Anfangswerte bestimmten Koeffizienten

w(2) = @iws(2) + whwa(2) + yiwy (2) + yiwy () . (59)

Anfangswerte werden durch den Index 1 gekennzeichnet. Bei Beschrankung auf Feh-
ler dritter Ordnung ist die reale Bahn w = w® 4+ w® die Summe aus idealer Bahn
und Bahnabweichung w® . Kennt man die Losung w!") der linearen Bewegungsglei-
chung, so ergibt sich die Bahnabweichung als Losung der inhomogenen Differential-

gleichung
L) = —¢®w(2)] = F(2) . (60)

Man benutzt zur Lésung die Methode der Variation der Konstanten. Dazu wahlt
man den Ansatz w® = Gr(2)wy + G (2)we + Gy(2)wy + Gy (2)w, und strebt einen

Zusammenhang der Koeffizienten mit F'(z) an. Zuerst bildet man die erste Ableitung
w® = Gow! + G, + Gywy, + Gyw,, + GLwy + Gwg + Gy + Gwy . (61)
Die Funktionen (G, wiahlt man so, daB sie

Grw, + Gliwe + Gywy + Gwy = > Glw, =0 (62)

erfiillen, wobei eine Summennotation verwendet wurde. Dann ist w® =3, G, .
Nun blldet man die zweite Ableitung

wB®) = Z(G;w; + GLwl)) . (63)

v

Wegen L0 [w] = w” 4+ ¢ [w] und der Linearitit von ¢(M[w] gilt mit GI. (60)
LOW®) = Y@, + Z G + q(”[Z Gyw,]
= XV:G’ +ZG w”+ZGDq w,]
= zy:(G’w +G, I ZG (64)

v

denn das in ¢M[w] auftretende w’ enthlt kein G, . Unterschiedliche Fundamental-
bahnen werden allgemein mit w, und w, bezeichnet. Multipliziert man Gl. (62) mit
w, + i-gw, und die rechte Teilgleichung von GI. (64) mit w, und subtrahiert die
resultierenden Beziehungen anschlieflend, so findet man

Z G;(ﬁ)ﬂwi - u_)Lwl, - iﬁibéﬁ)uwy) = F(z)w, . (65)
v Po
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Um einen einfachen Zusammenhang zwischen F(z) und den G/(z) zu erhalten, soll
die Klammer in Gl. (65) mithilfe der linearen Bahngleichung (54) ersetzt werden.
Dabei zeigt man, dafl der linke Realteil in der aus Gl. (65) folgenden Gleichung

3 G Re{po(@,w!, — @'w, — if%wuwy)} = Re{poF(2),} (66)
v 0

eine Konstante der Bewegung ist, da seine Ableitung nach z verschwindet. Denn
weil Gl. (58) fiir jede der Fundamentalbahnen gilt, folgt sofort

Re{LW|w,]®, — LM [w,]@,} =0 . (67)

Die Bahngleichung (54) ergibt nach elektrischem und magnetischem Anteil separiert

1, .q .1 _
Re{(w] — ——[Sdfw, + ¢hu] — i-"[Svw, + vhul])w,
Povo Po
_(w// 4 [l L roar 49 l 7 Loy L
p Powy + dyw, ] — i—=[=Piw, + Pyw,])o, } =0, (68)
Povo 2 Po 2
Re{i(w'ﬂ) —wlw,) — ¢ (W, W, — Wy, ) — q dp(w w, —w w,)
dz v wov QPOUO 0 VR 2t Povo 0 v uwov
i (w0, — W) — i (wl @, — w@,)} =0, (69)
Po Po
d ¢ . .4 g, d
Ref(3E = =gl = i) = L, 2L )y =0 (10

Hierbei wurde Re{a} = Re{a} und Im{a} = —Im{a} beriicksichtigt. Zur Vereinfa-
chung von & — —%_g! hendtigt man Gl. (36) fiir die axialen GréBen und bildet die

dz Povo
Ableitung.
dpo 1 1 ) , , myc q
= _ 2 — — = - gl = -1 . 71
T = o (mc® — qdo)(—q)éq o 1% UO%(Z) (71)

Damit folgt aus Gl. (70) nach Multiplikation mit pg

d
—Re{po(B,0!, — @1, — i—yi,w,)} =0 . (72)
dz Po

Da die Ableitung verschwindet, ist der Realteil eine Konstante

Ch = Re{po(w,w;, — w,w, — ip%;/)(’)w#wy)} . (73)
Mit GI. (66) folgt:
ZG;C#U = Re{poF(2)w,} . (74)
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Wy

Abbildung 10: Fundamentalbahnen

Um einfache Ausdriicke zu erhalten, wahlt man giinstige Anfangswerte der Funda-
mentalbahnen in einer Ebene senkrecht zur optischen Achse bei z = z;
wy(z) =1, wi(z)=0, wu(z)=0, w(z)=1,

wy(zz) =1 , ’U);(ZZ) =0 , wy,(zi) =0 s ’U);/(ZZ) =1.

(75)

Der axiale Impuls in dieser Ebene sei py(z;) = po; - Jede beliebige Teilchenbahn kann
entsprechend Gl. (59) durch solche vier unabhingigen Bahnen eindeutig dargestellt
werden. Bei dieser Wahl der Fundamentalbahnen ergeben sich die Konstanten durch
Einsetzen dieser Anfangswerte in Gl. (73).

Crzr = Cyyr = poi s Core = Cyry = —poi , Cpy = 0 sonst. (76)
Somit ergeben sich die Funktionen G, aus Gl. (61) geméb GI. (74) zu
Go(z) = —]% poRe{ F ()i, }dz | (77)
Go(z) = Z% poRe{ F(2)i, }dz | (78)
Gy(z) = —]% poRe{ F(2)iy }dz | (79)
Gy(z) = }% [ mRe(F(2)i, )z (30)
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Anstatt in der gemeinsamen Ebene z; kénnen die Anfangsbedingungen im allge-
meinen Fall auch in bis zu vier verschiedenen Definitionsebenen festgelegt sein [8,
S. 13-17]. Hier soll jedoch die Losung fir die gemeinsame Anfangsebene betrachtet
werden.

1 Z 1 z
w® = ——Re{/ poF (2)wpdzfw, + —Re{/ poF (2)wydz by
Poi 2 Poi 2
1 : 1 :
—Ref / poF(2)inydz}un, + ——Ref / poF (=), dz (81)
02 2 04 25

Die Anfangsebene wird in die senkrecht zur optischen Achse liegende Bildebene bei
z = zp abgebildet. Zur Ermittlung der Abbildungsfehler in der Bildebene benotigt
man w(zg) = w(l)(zB) + w(S)(ZB) . Ein Punkt auf der Achse wird in erster Ordnung
wieder auf einen Achspunkt abgebildet, das bedeutet wy(z;) = wy(z;) = 0 wird auf
wy(zB) = wy(zp) = 0 abgebildet.

w(zB):w(l)(zB) — ]—Re{

Poi

1 25
~ Re{ / poF(2) @,z wy (25) . (82)
Poi 2

z2B
ER

poF (2)wydzw,(2p)

Fiir die Berechnung der dritten Ordnung von w gemiafl Gl. (55) ist hier F(z) =
P [wM)] einzusetzen. Wegen der Rotationssymmetrie mit iw, = w, geht man iiber
auf nur noch zwei Fundamentalbahnen

Wy = Wy = —iwy und w, = wy = —iw, . (83)

Dann sind die beiden Integralterme in Gl. (82) gleich. Vertauscht man dann Realteil-
bildung und Integration und wendet Re{Fw,} = 3(Fw,+ Fw,) an, so kompensieren
sich die mit F' verkniipften Produkte, und es folgt

1 z
w(zp) = w(l)(zB) — p_ 7 poF(z)wadzwy(zR) . (84)
07 7 25
Aus Gl. (59) und GI. (83) folgt mit
v=x; +iy , o=+ iy (85)

!

' oM = 3o, + aw, (86)

w(]) = YW,y + aw, , w(])' = ’yw'7 + aw

Es gilt w(z;) = wM(2;) = v . Von Interesse ist der Fehler, der entsteht, wenn ein
Punkt auf der Achse bei z; nach zg abgebildet wird. Ein Punkt auf der Achse ist
durch v = 0 charakterisiert. Fiir v = 0 ist w(])(z;;) = aw,(zp) = 0 . Jetzt kann
F(z) in Gl (84) entsprechend dem Anteil ¢*[w(")] von GI. (55) mit Hilfe von GI.
(86) durch w, und w, ausgedriickt werden. Wegen v = 7 = 0 verschwinden im
Integranden alle von w., abhéngigen Summanden. Die Bedeutung jener Anteile des
Integranden soll im nachsten Abschnitt gezeigt werden. Hier jedoch sind nur der von
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oo dbhéingige Teil des Integranden und die reine Offnungswinkelbahn w, relevant.
Es ist ¢®[wM] = ¢®aw,] = a®¢®[w,] . In der folgenden Gleichung kommen dem-
nach die Bahnabweichungen fir die dritte Ordnung beziiglich der Fundamentalbahn
w, zum Ausdruck.

zp 1 L1
I I o e R P R

(%) 2 Poi
1 q ¢/// " q2 m2 ¢6’
+ 4([)02[ + 1t ] PoiPo [( po UO) ¢0 ”bo])waw W
1. 1gq Qb"" 1 q2 1 12 qbg 2 —
+ — + + — + — 1, We
8(2[)01[ Vo 7‘/} ] Poi Po [( po (2)) 0 Vo 0])11, w
+ ——Lb” ! Tm{w, @), }) o’ aw,dzw,(25) . (87)

Dabei gehort o?a nicht zum von z abhingigen Integranden. Dieses Integral ist ei-
ne Konstante, wenn stationdre Potentialwerte vorgegeben sind. Wie der Vergleich
mit Ar = C36°V aus Kapitel 3 zeigt, konnen das Integral aus Gl. (87) und seine
konstanten Koeffizienten mit der Offnungsfehlerkonstanten C identifiziert werden.

w(zp) = w(s)(zB) = CgOéZa’w»y(ZB) ) (88)

w., beschreibt die Bahn eines Teilchens, das mit v = 1 bei z = z; startet. w,(zp) ist

daher die VergroBerung V in der GauBschen Bildebene, denn es gilt w(z5) = V7 .
w(S)(ZB) — C3VOZZ§Z . (89)

Fiir eine sinnvolle Abbildung mit o # 0 und V' # 0 entsteht also im Bereich kon-
stanten Potentials kein Beitrag zum Offnungsfehler. Die in erster Ordnung ideale
Abbildung setzt rotationssymmetrische Felder, wie am Anfang dieses Kapitels ange-
nommen, voraus. Daher wird ein hier betrachtetes geeignetes System zur Offnungs-
fehlermanipulation aus Rundlinsen aufgebaut sein. Der Wert von (5 ist einerseits
abhéngig von der Geometrie des abbildenden Linsensystems, wodurch die Werte der
Potentiale bestimmt werden. Andererseits ist die Objektposition relativ zum Objek-
tiv fiir den Wert der Integrationsgrenze z; maBgeblich. Die Ebene mit w, = 0 legt
zp fest. Die Betrachtung von Offnungsfehlerintegralen wird im Abschnitt iiber das
Scherzertheorem fortgesetzt.

4.2 Aberrationen

Die elektronenoptische Abbildung wird durch die Funktion w(zp) beschrieben. Diese
beschreibt die Bahn eines Teilchens, das mit den Anfangsbedingungen o, &, v, ¥
bei z; startet. Damit diese Bahn die Ebene z = zp erreicht, nimmt man an, daf}
w(zg) als Funktion der Anfangswerte nichtsingulér ist und in eine Potenzreihe der
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Anfangswerte entwickelt werden kann [8, Kap. 1.5].

w(zB):a—l—ba—l—céx—l—V’y—l—u’_y—l—ZPj(a,&,7,’7). (90)
J

Hierbei sind die Funktionen P; homogene Polynome der Ordnung 7, die die Anfangs-
werte nichtlinear enthalten. Insgesamt werden damit alle geometrischen Abbildungs-
fehler erfaBt, nicht aber Aberrationen, die durch Energieabweichungen entstehen.
Wenn der Ursprung der Anfangsebene z; in den Ursprung der Bildebene zp abge-
bildet wird, dann ist a = 0 . V' ist die im vorigen Abschnitt definierte Vergroferung
bei der idealen Abbildung w(zg) = Vv , bei der alle anderen Fehlerkoeffizienten
verschwinden. Denn nach Gl. (86) ist w(l)(zB) = ywy(zB) + awy(zp) . Und mit w,
wird auch der Koeflizient b in der Ebene zg null.

Paraxialstrahlen hdngen von den Anfangswerten nur in erster Ordnung ab. In der
Realitat reicht oft zur Berechnung auch achsenferner Bahnen die Untersuchung der
Abbildungsfehler dritter Ordnung aus. Wenn man in einem rotationssymmetrischen
System die Anfangswerte um einen Winkel ¢ um die optische Achse dreht, so miissen
sich auch die Bildkoordinaten um ¢ drehen. Werden also in Gl. (90) « und 5 durch
ae'? und ye'? ersetzt, muf w(zp) ebenfalls durch w(zB)ei‘p ersetzt werden. Bei Rota-
tionssymmetrie gilt fiir die Parameterkombination ofa'y™~™ in der Potenzreihenent-
wicklung von GI. (90) allgemein k—[+m—n =1 [8, S. 25]. Die negativen Vorzeichen
entstehen dadurch, daBl ein konjugiert komplexer Parameter eine entgegengesetzte
Drehung erféhrt. Die Summanden erster Ordnung mit & und 7 fallen daher weg.
Es gibt auch keine Beitrage zu w(zg) , die zweiter Ordnung in den Anfangswerten
sind. In der dritten Ordnung ist w(zg) von sechs moglichen Parameterkombinatio-
nen abhdngig. Jede Kombination enthalt drei Anfangswerte, von denen genau einer
konjugiert komplex ist [9, S. 55f].

w(zg) = Vy + Ca’a + K.’y + Kaay + Bayy + Aay? + Ty . (91)

Die spezielle Bezeichnung der Koeffizienten soll dem physikalischen Hintergrund
Ausdruck geben, denn die Aberrationen der dritten Ordnung lassen sich folgender-
mafen einteilen:

Der nur von o?a abhingige Fehler ist der Offnungsfehler. Er ist der einzige Feh-
leranteil, der auch in der Bildmitte mit v = 0 zu beobachten ist. Die relativ starkere
Brechkraft im dufleren Linsenbereich verursacht diese spharische Aberration.

Der von a*5 abhingige Fehler, das Komascheibchen, und der von aay abhéingige
Fehler, der Komastrich, werden gemeinsam als Koma schiefer Biindel bezeichnet.
Ursache ist die linear vom Achsenabstand abhidngende Verzerrung der Bildpunkte
der Strahlen, die von achsenfernen Objektpunkten ausgehen.

Die von ay¥ abhangige Bildfeldwolbung bezeichnet die resultierende Wolbung des
Feldes scharf abgebildeter Objektpunkte. Sie bilden eine rotationsparabolische Bild-
schale.
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Der von ay? abhingige Fehler heifit Astigmatismus und beruht auf unterschiedlichen
Brennweiten in zueinander senkrechten Ebenen des Strahlenbiindels.

Der zu v%5 gehdrende Fehler ist unabhingig vom Offnungswinkel und erzeugt die
kissen- oder tonnenférmige Verzeichnung. Er wird durch die unterschiedliche Brech-
kraft der Linse fir Strahlen unterschiedlicher Steigung verursacht.

Das FErscheinungsbild, welches von geometrischen Abbildungsfehlern hervorgerufen
wird, 14Bt sich angenihert dadurch charakterisieren, daf der Offnungsfehler die
groBte Unscharfe und die Verzeichnung die grofite Verzerrung représentiert. Die
anderen Abbildungsfehler bilden Mischformen zwischen Unschérfe und Verzerrung

[3, Fig. 1.47].

Der Abbildungsfehler kann eine radiale und auch eine azimuthale Verschiebung von
w(zp) verursachen. Dies duflert sich dadurch, da die Koeffizienten K, , K, , A und
T komplex sein kénnen. Es sind dies die Koeffizienten der nicht in v und 4 symme-
trischen Fehler der dritten Ordnung. Dieses Verhalten tritt auf, wenn magnetische
Bauelemente verwendet werden. Fiir magnetische Abbildungsfelder existieren daher
drei weitere Fehlerbezeichnungen, die zusammen Zerdrehungsfehler genannt werden.
Es sind dies anisotrope Koma, anisotroper Astigmatismus und anisotrope Verzeich-
nung. Sie entstehen durch die Tatsache, daf} die Bilddrehung, deren Ursache im
nachsten Abschnitt erklart wird, im achsenfernen Bereich nicht mehr proportional
zum Achsenabstand der betrachteten Objektpunkte ist. Dagegen sind der Offnungs-
fehler und die von vy abhingige Bildfeldwolbung der dritten Ordnung rotationssym-
metrisch zur optischen Achse. Sie sind invariant bei Bilddrehung und haben reelle
Koeffizienten.

Gl (91) entspricht der folgenden Darstellung, die aus Gl. (84) unter Verwendung
von Gl. (55), Gl. (60) und GI. (86) folgt. Gl. (87) folgt aus dieser Darstellung.

w(zp) = ~yw,(2B) +/ [@ ]—1@/)6(2)](7 Fw?w!, + v aww),

+ nyoz’yww oWy "+ 27aozw'7 e ’ywuw’ + o’ aw?w!)

li[q%(@
2po; W

- " — =1 -
YOV WA W, W, + fyozawww w, + a’y’ywawwwv

I,
+ S 0!, + i,

2 —
O"’)/(,YU)QU) U)a + (,Y ")/U)oﬂl) U) + « (XTl)aTl) w )

L1 2 m 2
4( [@0 ( ) + 77b///( )] +
Po: U poipo P g

</>
[(— >¢g¢o =] ¢0])
(nyf_ywvw;ww + yz&wvw;wa + fyoz’ywww'aw,y + ’yaaw,ywawa

+ + +

-+

ory;ywaw;ﬂ)w + a’ydwaw;ﬂ)a + a27ywaw;ﬁ)w + a26zwaw' fua)
1<lﬁ 966”/( ) + 77Z]////( >] (]2 [(m_2 + i) //2
8 2poi W poipo Py Vg

+ 726&036)& + 2yaywywa .y 4 20y 0w Wy, + o? ’ywaww + o’aw

0 I@b ])(VZ:Y“]%@W
2 Wa)
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571/} o (2)(ywl, + aw), ) Im{yyw, @, + yaw, ],

orywawW + ozo_zwavj)/a})zﬂadzww(z,g) ) (92)

Jeder der sechs Fehlerkoeflizienten der dritten Ordnung ist daher durch ein Integral
darstellbar. Der Gesamtfehler ist eine Summe von Teilintegralen. Allgemein ist ein
von « abhangiger Fehler durch die Bahn w, bestimmt, und ein von v abhéangiger
Fehler folgt der Bahn w., . Speziell in der Beugungsebene des Objektivs verschwindet
w., , wahrend dort w, groB ist. Deswegen verschwinden in dieser Ebene alle geome-
trischen Abbildungsfehler auBer dem Offnungsfehler, so daB bei stabiler Brennweite
des Abbildungssystems fiir monoenergetische Elektronen keine weiteren Divergenzen
auftreten. Deshalb eignet sich die engere Umgebung der Beugungsebene besonders
fiir den Einbau eines zusitzlichen Abbildungselements bei Vermeidung zusatzlicher
Abbildungsfehler. Nur der Offnungsfehler eignet sich zur Einwirkung auf den Pha-

senkontrast.

4.3 Das Scherzertheorem
Nach GI. (87) und Gl. (88) ist
N

+ — ¢ Nwaw! W,

zB : 1
05 = [T g, L0

Poi Vo 2]?02 Vo
qDIII q2 m2 11 B
+ Z(_[_O+ o]+ ——I[(— ) 0o + °1¢o])waw w,
Po: Vo PoiPo Po Uo
1, 1g¢q QDg” nr ‘]2 m2 2 ” 2 2
+ + + Wiy,
8<2 pOZ[ d) ] Po:iPo [< Po 7)0 >¢0 )
1
+ 5}% ow! wIm{w,w! })dz . (93)

Die Offnungsfehlerkonstante Cs soll daher im folgenden immer als Wert des entspre-
chenden Integrals bestimmt werden. Wie C'5 ohne Integration ermittelt werden kann,
womit entsprechende Werte verifiziert werden konnen, wird im Anhang erlautert. Bei
den nun folgenden Umformungen von Integranden benutzt man die partielle Inte-
gration im Wechsel mit dem Einsetzen der linearen Bahngleichung gemaf Gl. (54).
Dazu wird in dieser Gleichung w, anstelle von w(!) gesetzt, und es gilt entsprechend
LMw,] = 0 . Bei der Integration beriicksichtigt man als Nebenbedingung, daf
w, an den Integrationsgrenzen verschwindet. Fiir die partielle Integration wird ein
Summand des Integranden in genau zwei Faktoren aufgeteilt, von denen meistens
der zu integrierende Teilfaktor nur aus einer physikalischen Grée besteht. Wenn es
zweckdienlich ist, kann stattdessen der abzuleitende Teilfaktor aus nur einer Grofe
bestehen. Ferner ist es vorteilhaft, Symmetrien anzustreben oder zu erhalten. Der
nur vom magnetischen Potential abhangige Anteil von C5 1aBt sich unter Verwen-
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dung von Im{w,w),} = —Li(w,w!, — wow!,) und LM [w,] = 0 umformen.

C3(¢6 = 0) = < / __11/]0“)/2_ D, ldjowaw waw + —11/)(/)”waw w
_I_ 1’l/]llll 2 —2 - _1¢0waw waw _I_ _1¢II 2 —2) ) <94)

Im Falle rein magnetischen Potentials ist der Impuls eine Konstante po(z) = po; . Fur
die Fundamentalbahnen w, und w, gilt die Bahngleichung erster Ordnung. Nach
Anwendung von w! = Z%(i’(%(z)w; + %i"(/Jg(z)wa) auf den ersten und den zweiten
Summanden im Integrand und nach partieller Integration des vierten hat man

Cs(dy=0) = 9 / pOz w Lwlw,wl, + —1¢6"waw w — —1¢6"waw w
— gld)g'w%ﬁa* — —1¢0waw Wew!, + — ¢6’w'2w )dz . (95)

Nach partieller Integration des neuen ersten Summanden und Zusammenfassen von
drei weiteren ergibt sich

C !/ _ ZB] " — 7, ] 12 — 1
3(dp=0) = | (wawa —}—2w Wo " +2ww

1
p%z Z (')”wawa Im{w'a Wa }

1
- ——1L/J0waw W', + i—12/)" Pw?)dz . (96)
Poi Poi 4
Werden jetzt die ersten beiden Summanden des Integranden wiederum mittels der
linearen Bahngleichung umgeformt, so erkennt man, wie sie sich mit den letzten
beiden Summanden aufheben. Das Ergebnis, welches bekannt ist [8, GI. (321)], ist
also
/ PR ql e
Cs(py = 0) :/ (zwiw) — — =t waw,Im{w,w, })dz . (97)
2 2 Poi 4

Die Symmetrie des Integranden 148t sich noch steigern, bis man nur noch eine Summe
von quadratischen Termen hat. Dazu dienen die folgenden Schritte. Aufspaltung
des ersten Summanden in zwei Hélften, die symmetrisch nach w, bzw. w, partiell
integriert werden, und partielle Integration des zweiten liefert

O !/ _ B 1 " —12 1 Y Y ! " — =1 1 12 — =N
3(¢p =0) = (—ZwawawCY ~ WalWoWoWy = FWeWaWally = 7 W, Wally
z
1
- igi'g/)g[wawgwi — WA + wlwk — wiw!?])dz . (98)
Poi

Nach dem Ersetzen von w! und @’ mit der linearen Bahngleichung in den ersten
vier Summanden kompensieren sich alle neuen ¢ enthaltenden Anteile zusammen
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mit den letzten beiden Summanden. Das Integral vereinfacht sich zu

— wlw,w!l])dz . (99)

Nun wird bei den ersten beiden Summanden der in w, nicht symmetrische Teilfaktor
(wow!, —w!,w,) ausgeklammert und nach dem Rest partiell integriert. Anstelle von z
sei die Variable im neuen Teilintegral nun ¢ . Das Teilintegral, dessen untere Grenze
beliebig ist, wird jedoch nicht ausgerechnet. Damit erhélt man w!-Terme nur in
der Ab]el‘rung des Teilfaktors. Das Teilintegral verschwindet zusammen mit dem
Teilfaktor an den Grenzen des Gesamtintegrals.

Cyldh=0) = / [ l;—wow 0 0,5 — !l
b Lt — wlodlds. (100)
Jetzt setzt man im ganzen Integranden die lineare Bahngleichung ein.
Caldh=0) = / / i—wow i dC[——O (40, + P00, + ),
+ 2[ 0 wam, + wow

+ 161/]6/21”2 > + ;bol/Jowaw @2])dz . (101)

Der neue Teilfaktor im vorderen Teil des Integranden stellt die Ableitung des Terms
w, dar. Nun wird in Umkehrung zu vorher partiell integriert. Dadurch

verschwindet das Teilintegral.

olg —o0 = [7 q° 1
3(dp =0) = (;D 4¢0 W W 040
Zi 04

2

q

+ p(gh[ 81%1/]0“’@“7 w; + ¢0¢0111211)au;
1
+ E (1)12 272 + 77bIIZ 272](12 ] (102>

Wihrend der letzte Summand des Integranden schon ein rein quadratischer Term
ist, bilden alle anderen gemeinsam ein Produkt - Twa s [Pl + SPhw,] [hwl, +

1hg,] . Mit der Bahngleichung findet man

zp ] 1 ¢*
Cs(¢y = 0) = / B(Zwawaw wh + E}T¢6’211]§1D2>dz . (103)
24 01
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Wegen w,w, = |w,|* und entsprechender Beziehungen fiir die Ableitungen von w,
bekommt man schlielich das Resultat

mz , 19%0 12 2
Cofdy = 0) = 7 [ Pl 415 2 ?)d= (104)

Da in Gl. (54) w und w nicht gleichzeitig auftreten, ist die Bewegung in w und w
entkoppelt. Dagegen ist die Bewegung in = und y infolge der komplexen Koeffizi-
enten nicht entkoppelt. Um zwei reelle, linear unabhéngige Losungen der Bahnglei-
chung zu erhalten, geht man iiber von der Koordinate w(z) im festen z(z)-y(z)-2-
Koordinatensystem zu der Koordinate «(z) im mit der Teilchenbewegung um die op-
tische Achse rotierenden Re{u(z)}-Im{u(z)}-z-Koordinatensystem, wobei Im{u(z)}
stets gleich Null sein soll. Dann sind die Koeffizienten in der Bahngleichung reell
[11, Kap. 4.2]. Es werden dann nur noch zwei unabhangige Fundamentalbahnen exi-
stieren. Also definiert man fiir eine beliebige Fundamentalbahn, die hier kurz mit w
bezeichnet wird, mit dem Drehwinkel x(z)

w = ueX | (105)
w = (u’ + iX/u)eiX (106)

und
w' = (u" + 2ixu" — [x* —ix"|u)e™ . (107)

So gewinnt man durch Einsetzen in Gl. (54) nach Division durch e die folgende
lineare Bahngleichung, die schlieBlich reelle Koeffizienten hat:

Po 0
16 1
+ (ﬂ[—ﬁﬁ—gw” I@X'ﬂ/} THI" = x)u=0. (108)
Po Vg

Nun zeigt sich, daB die Imaginirteile der beiden Koeffizienten in Gl. (108) genau

dann verschwinden, wenn gilt

: 1(1/,

X (109)

denn die Ableitung von pl—o nach z ist mit Gl (71) (=3 =)= L] . Man sieht, daB

nur bei Anwesenheit eines Magnetfeldes eine Drehung der Bahnebene des Teilchens
erfolgt. Der Drehwinkel x der Bahnebene ist durch den Impuls verkniipft mit dem
zeitabhangigen Drehwinkel um die Symmetrieachse, den ein Teilchen im Magnetfeld
hat. Denn die von der Lorentzkraft verursachte Winkelgeschwindigkeit des Teilchens
ist proportional zur magnetischen Feldstirke B und damit nach Gl. (38) zu ¢ [11,
Gl. (4.33)]. Die resultierende Bilddrehung ist Grund fiir die am Ende von Abschnitt
4.2 angesprochenen Anisotropiefehler. Die neue Bahngleichung lautet
9% , lggy  1¢°

u’ — = ————I— N =0 . 110
Po Vo ( 2 po vo 4100 ) ( )
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Es sei angemerkt, dafl der rein magnetische Teil dieser Bahngleichung alternativ aus
der Drehimpulserhaltung und der Bewegungsgleichung fiir die radiale Komponente
des magnetischen Feldes hergeleitet werden kann [3, S. 86ff][5, Kap. 2.2.1]. Ahnlich
wie die Fundamentalbahnen in Gl. (59) den Losungsansatz fiir die Bahn in GI. (54)
darstellen, so ergibt sich fiir Gl. (110) eine Linearkombination von zwei unabhéngigen
reellen Losungen. Eine solche Losung ist insbesondere die Bahn u, = w,e™X . Unter
Verwendung von |w,|*> = u? und |w?|? = (v — x?u.)® + (2x"v), + x"us)? geht Gl
(104) iiber in

L
o _ 2 0
CS(@O - O) - 4 - ua[(2p02

YU (] = xua)? + (2l + Xz . (111)

Nach weiterem Einsetzen von u! = —l%¢62ua sowie von Gl. (109) und deren Ab-

4 0
leitung fiir den rein magnetischen Fall mit konstantem Impuls hat Gl. (104) jetzt

folgende Gestalt:

1 r25 1 ¢*

Cs(dh = 0) = - w2 "2 li a2 o 9o li ", \21d 112
3 %0 — - 4/, ua( + )ua+( Oua+2p0i¢0ua>] z . ( )

4 péi 4 Péi 0 Poi

Im rein magnetischen Fall ist das elektrische Potential eine Konstante. Die neue
Bahngleichung zeigt, dafl in diesem Fall das u/, enthaltende Glied verschwindet.
Dann haben wu, und «” immer verschiedenes Vorzeichen. Daher ist die Bahn in
diesem Fall immer zur Achse hin gekrimmt. Fir den allgemeinen Fall mit orts-
abhéangigem elektrischen Potential kann man durch eine geeignete Transformation
der Abstandskoordinate u, auf die neue Koordinate U zeigen, wie sich Gl. (110)
stets in eine Differentialgleichung wie

U"+TU =0 (113)

umwandeln 148t, wobei 7" immer positiv ist. Diese Transformation ist U = qb*%ua
[11, S. 80f]. Hierbei ist ¢* = (¢ + v¢) ein relativistisch modifiziertes Potential.
Also gilt auch im allgemeinen Fall mit elektrischem und magnetischem Anteil, dafl
die Kritmmung jeweils zum Achsenabstand entgegengesetzt ist. Ahnlich wie im rein
magnetischen Fall 148t sich sowohl im rein elektrischen Fall ¢ = 0 als auch im all-
gemeinen Fall jeweils mit dem Impuls pg = po(¢o(z)) aus dem Integrand in Gl. (93)
ein positiver Ausdruck herleiten. Weil im Integrand von Gl. (104) und GI. (112) aus-
schlieBlich positive Quadrate stehen, kann (3 niemals negativ sein oder sich selbst
kompensieren. Der Fehlerkoeffizient (5 ist positiv definit. Dies ist das Scherzertheo-
rem. Es erklart die Unvermeidbarkeit der sphirischen Aberration bei der elektro-
nenoptischen Abbildung. Jeder einzelne Summand eines solchen Integranden kann
zwar den Wert null annehmen, jedoch erreicht man in der Realitat minimale Werte
von (3 im Bereich um 1 mm [1, S. 99].

Die Herleitung fiir den magnetischen Fall erfolgt leicht mit der Koordinate w, . Bei
weiteren Herleitungen wird zweckméfiger die Koordinate u, benutzt, wodurch die
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Symmetrie von w, und w, garantiert ist. Die Koordinate U bringt demgegeniiber
bei partieller Integration keinen Vorteil. Da bei solchen Herleitungen vielfach Ablei-
tungsterme von Geschwindigkeit und Impuls auftreten, setzt man die stets positiven
BetragsgroBlen pg , vo und ¢ zunachst in Bezug zu dem elektrischen Potential, bei
dem ab jetzt ebenso wie bei den anderen axialen Groflen zur Vereinfachung auf
die Bezeichnung mit dem Index 0 verzichtet wird. Das elektrische Potential ist fiir
negativ geladene Teilchen nichtnegativ und fiir positive Teilchen nichtpositiv. Das
Produkt ¢¢ ist allgemein kleiner oder gleich Null. Denn nach Gl. (35) ist Fy;, jeweils
positiv und F,,; negativ. Das bedeutet, p , v und 7 kénnen im folgenden durch das
Potential ausgedriickt werden. Bei von Gl. (93) ausgehenden Umformungen mittels
partieller Integration fithrt die Erzeugung von Summanden, die das ungestrichene
Potential ¢ enthalten nicht weiter, da dann Summanden entstehen, die wiederum
hohere Ableitungen des Potentials enthalten. Aus Gl. (35) folgt v = 1 — Tg—fz . Fiir
die axiale Grofle 4 ist auch die Bezeichnung A gebrauchlich [11, Gl (4.15)]. Damit

und mit dem modifizierten Potential

q¢

=1 — 114
5= o1 - 1) (114)
hat man mit Gl. (36)
p= mc\/’y2 —1= \/—qu¢* , (115)
—9242 A*
po P VTS (116)

my 9
Das modifizierte Potential ¢* hat stets das gleiche Vorzeichen wie ¢ . Nach Gl.
(115) ist p; = p(zi) = p(é(zi)) = \/—2gme*(z;) . Weitere fir die Umformung des
Integranden aus Gl. (93) hilfreiche Beziehungen sind 3—5 = —q%l nach Gl. (71) und

do _p" _ pY ! p_ 1 VLE 99’
Ty mr s Y T pme) =G @) = T (1)
d1 1 dv m®
o~ ods Q¢,p_3 ) (118)
d 1 1dp 1
— L = g 11
dzp p?dz 9@ pv’ (119)
d 1 3 dp 3
e (120)

und weitere Ableitungsterme vom Typ ;—”71— mit natiirlichen Zahlen 7 und & . In

quk
solchen Gleichungen miissen alle relevanten Groflen entweder im gesamten Raum
definierte oder, wie im hier betrachteten Fall, axiale Groflen sein. Eine mdgliche
Vorgehensweise nutzt die Tatsache, dafl sich jeder Summand des Integranden als

Differenz von Quadraten schreiben 1a8t. Teilt man ihn in zwei Teilfaktoren a und
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b, so ist sein Wert 1[(a + b)* — a® — b*] . Meist wird einer der beiden Teilfaktoren
negativ sein und damit der Betrag von (a + b)? eher klein. Zunichst 148t sich die
fiir den rein magnetischen Fall relevante Gl. (112) in wenigen Schritten in die durch
das Potential bestimmte Ausdrucksform bringen. Nach Auflésen der Klammern in

Gl (112) hat man
L 25 1q 4,2 q’ 112, 12 "o 1q° "2
=1/ [4 4"/J +p22,) u, +p2'L/J 'ul, ua+§p27/) uy]dz . (121)

Nach Ausklammern von %; setzt man die aus Gl. (115) folgende Beziehung 2—;1; =

ein. Bei der resultierenden Gleichung

_1 2B ) q2¢l4 ) q
4/, o 16m2¢*2(2¢)ua 2mae*(z;)

__ 1
2md*(z;)

(¢/2u/2 + ¢//¢/u/ u + ¢//z Z)]
(122)
wird nun im hinteren Faktor des Integranden ¢ ausgeklammert, und im gesamten
Integrand wird uj ausgeklammert. SchlieBlich wird die danach aus Bruchtermen
bestehende Summe im hinteren Faktor des Integranden wieder in eine Summe von
QQuadraten umgeformt, und man erhalt das Ergebnis
1 25 q2¢l4 2q¢12 u/ / w//
C / — 0 - _ Oz
3(¢ ) 32 2 {2m2¢*2(22> m¢*(22) [(ua) + ( 'l/],
Auch fiir den Fall rein elektrischen Potentials ¢’ = 0 148t sich der entsprechende
Anteil in Gl. (93) in eine Form {iberfithren, die fiir die spatere Abschitzung der
Offnungsfehlervariation vorteilhaft ist. Hierbei ist mit GL. (105) und Gl. (109) w
W, = U, - Dann beseitigt man ¢ und ¢ durch partielle Integration und ersetzt
dabei jeweils v/, gemaf Gl. (110). Man erhalt nach Zusammenfassung

—)tuidz . (123)

/ B q 1 q 1 g2 m? 1.
C ! = 0 = / — / o B _ 4 g, 2,12 _ 2 "l 31
(Y ) P ( Pz‘v tatlo 2pi’U¢ Uatla 4Pip< p? * v2>¢ @ttt
1 ¢? 2 1
136;5 m ¢l 8;})(;—; —UQ)qb”?ui)dz . (124)

Ein erstrebenswertes Ziel weiterer Umformungen ist die Erzeugung von Termen, die
nur noch die erste Ableitung des Potentials und die unge@’rrichene Koordinate wu,
enthalten. Diese Terme sind quadratisch mit Anteil ¢"*u? und nicht weiter parti-
ell zu integrieren. Partielle Inegration von ¢” im zweiten Summanden ergibt nach

Anwendung der Bahngleichung

2

z ‘ 1 1 2 /2
o =0) = [Tt 4 L g 4 LT ey

pipv 229 2 pip
1 ¢* m? 1 3 ¢*m?
+ 1n: p(Qp— + ;)qb"qb'wi up, + 16 pip U@"<b'2 :
P L LU P IR (125)
Spip 2 p* 02 T
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Notwendig ist die FEinbeziehung eventuell negativer Summanden wie etwa nicht-
quadratische Terme als gemischte Glieder quadratischer Summen, die aus mehre-
ren Summanden bestehen koénnen. Als Ansatz eignet sich die ElnbeZ1ehung der ¢
enthaltenden Terme in quadratlsche Summen wie beispielsweise é;p(%[qu” u? +
%(ﬁ’uau; - ;"qumu?] [L"u? + Lduaul, + q @'2u2] ) . Hat man den Grundan-
satz fiir eine Summe von Quadraten so kann man zum Beispiel fiir die ¢” enthal-
tenden Summanden die Differenzensummanden zwischen Ansatz und vorhandenem
Integrand bilden und durch partielle Integration die gleichwertigen nur ¢’ enthal-
tenden Summanden bilden. Diese haben negiert mit den Differenzensummanden
mit ¢” zusammen den Wert Null und bilden daher die Differenz der Summanden
mit der ersten Ableitung zum neuen Ansatz. Somit 1aBt sich der gesuchte Aus-
druck Vervollstandigen Nach einer langeren Herleitung gewinnt man Zvvei derartige
Summen — L QQDHQD,UiU,Q _ 1g*m? ¢//¢/u3u/ 41 QUS ¢//¢/2u4 + 15 ¢°m? ¢//¢/2u und

2 pipv 8 pip® 4 pip 16 piptu
122/2_3qm 2,2, 02 | 13¢°m> ;3.3 1 | 1 4 4 5 gtm? Myt
410;0’()2q5 16 p;p® Ug Uy +24pp’u¢ UgUy +4pp3'u4¢ —{_'3;)11)1/2qD +
31g° m Yu? . Fiithrt man in der ersten Summe die partielle Integratlon von ¢

96 pip’
zunachst in den ersten beiden Summanden aus, wonach wieder v/ zu ersetzen ist,

und dann bei den {ibrigen, so erhidlt man das negative zweite Ensemb]e. Nun ad-

diert man beide Ensembles zum Integrand in Gl. (125), ohne daB dadurch der Wert

verandert wird.

s 1 ¢ 5 ¢*m? 13 ¢*m?
O = 0 :/ 2,2 2 | 9 2,2, 2 | 19 13,31
3(77[) ) . (4PZPU ¢ Uty + 16 Pz’PS ¢ Uy, + 24 p¢p4U¢ UyUy
+ 1 q' 14,4 5q'm® ul 31 ¢'m? qbl o
4p'p3 1 T3 pipho? 96 p o
1 q "B 3 "B 1 q3 012 4
+ 1 pipo? —— ¢ Pu, g—qb Puy, 172 39 ¢ U,
9 ¢’m? w24 1 q’ "2, 4 3 q*m? "2 4
— e — K% — Y u2)dz . 126
+ 8pz-p4v¢ ¢ Mot 8p¢pv2¢ o 16 p;p? ¢ ) dz (126)

Wie man durch ausmultiplizieren verifizieren kann, ist diesem Ausdruck die folgende
Form dquivalent. Zur Vermeidung von Wurzeln Wurde - ausgeklammert.

z 2
03(1//:0) _ 8/ B P 3 L] //ui+%¢/uau;+2237:¢/2ui]2

2

T o2 4 4 4 2 2 §q2m2 72, 212
+ [pv¢ + QD + p2v2¢ uoz + 2 p4 QD uoz]
2
4 . n /_gqu/Q_inQ
+ p27)2 ¢ uaua 3 p3 ¢ uoz p'U (p ua]
4 ¢*m?* /2[ . /a_§i /ui]Q
p* 3 pv
lg'm m’ 4
+ —]qD ul)dz . 127
s = ) (127)
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Hierbei ist der Wert der Klammer im letzten Summanden wegen - = 5 stets
positiv. Mit # = —2;—2m und % = —2—3 kann eine Gl. (123) entsprechende Form

erzeugt werden. Aus einer Herleitung, die den allgemeinen elektromagnetischen Fall
von GI. (110) beriicksichtigt, bekommt man noch zusétzlich gemischte Terme, die
das elektrische und das magnetische Potential enthalten. Dies folgt aus GI. (39) mit
Gl. (49) und aus der Verwendung der allgemeinen Bahngleichung Gl. (54) oder GI.

(110) Neben den schon explizit beide PotentialgroBen enthaltenden Summanden

1 ¢ ¢" lq e 2 =2
4pip v Ult/)ww

pulses bei partleller Integratlon von Summanden mit magnetischem Potential, beim

i waw! w? und entstehen weitere durch Einsetzen des Im-

Einsetzen der allgemeinen Bahngleichung erster Ordnung fiir w” und @ und vor
allem beim Ubergang von w, auf u, gemaB Gl. (105) bis GI. (107). So wie dabei fiir
die erste Ordnung Gl. (108) entsteht, bei der die Imaginérteile mit einem Drehwinkel
gemifB Gl. (109) verschwinden, so kann man entsprechendes fiir die dritte Ordnung
erwarten. Die GroBe y' aus Gl (109) beseitigt nicht imagindre Summanden dritter
Ordnung. Mit einem geeigneten komplizierteren Ausdruck fiir x’ bleiben nur reel-
le, nicht die Zahl 1 enthaltende Summanden. Diese werden zwei Faktoren oder ein
Quadrat des magnetischen Potentials beinhalten. Eine andere Vorgehensweise wire
die Einfiihrung der Koordinate u und des Drehwinkels schon bei Gl. (31) oder Gl.
(39). SchlieBlich gewinnt man die folgende Gleichung [12, S. 101]. Sie erklart das Off-
nungsfehlerintegral des allgemeinen elektromagnetischen Abbildungsfeldes in einer
von mehreren moglichen [13, Kap. 9.9] dem Scherzertheorem entsprechenden For-
men. Die vorliegende Form ist vollstandig relativistisch hergeleitet. Hierbei wurden
die Koeffizienten gemafl G1. (114) bis Gl. (120) durch Potentidlgréﬁen ausgedriickt.
Dementsprechend ist hier auch « eine axiale Grofle. Weil * negativ ist, hat man
eine Summe positiver Quadrate.

_ 1 2B 12 u{y 5 ¢I _1¢I4
= w ) Vamtete to T
3 / (1 12 12 I 2_|_3 2

2<p g Tl 6 ¢

[ (¢II ¢’l U’,oé> 272 + 3 qDIZ ¢/2 ]2

2(]1/],2 /a ¢// 3 ¢’I U/,a ,}/ ¢/
T [(u— @—Z’Y%)Q‘l‘(u +§$)2]
2,./1.14 2 12 12
g 21 +2v° qop
+ 4m2¢*2 — T —e qb*Z}uidZ . (128)

Im Laufe dieses Kapitels ergab sich also die analytische Herleitung des Offnungsfeh-
lerintegrals aus den Bahngleichungen, die von den Bewegungsgleichungen fiir gela-
dene Teilchen [Gl. (19) und Gl. (20)] abgeleitet wurden. Dies sind Bahngleichungen
fir den Ortsvektor 7(z) [Gl. (22) und GI. (30)] und fiir den komplexen Achsenab-
stand w(z) [Gl. (31)]. Die GroBlen wurden zunéchst auf das Potential im Raum [GI.
(39)] und dann auf die Achse bezogen. Dabei wurde die Auswirkung der Giiltigkeit
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der Laplacegleichung berticksichtigt [Gl. (41)]. Fiir w” wurden die erste und dritte
Ordnung in w betrachtet [Gl. (54) und Gl. (55)]. Fiir festgelegte Anfangswerte und
Fundamentalbahnen erster Ordnung [Gl. (59), Gl. (75), Gl. (83) und Gl. (86)] er-
hielt man mittels Variation der Konstanten bei Betrachtung der Bildebene bei zg die
Formel [Gl. (87)], die das Offnungsfehlerintegral [G1. (93)] der dritten Ordnung bein-
haltet. Sobald durch partielle Integration die hoheren Ableitungen beseitigt waren,
wurde jener Anteil des Integranden erkennbar, der das Quadrat der zweiten Ablei-
tung des jeweiligen Potentials enthilt; im magnetischen Fall ¢"? vor [Gl. (101)] oder
nach dem Ubergang auf den reellen Achsenabstand u [Gl. (112)]. Im elektrischen
Fall ¢ resultiert ein dhnliches Ergebnis [Gl. (124)].
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5 Ein Aufbau zur Manipulation des Offnungsfeh-
lers

5.1 Anforderungen

Fiir die nachfolgend beschriebene Vorgehensweise ist es unerheblich, ob das ur-
spriungliche Abbildungssystem aus elektrischen oder magnetischen Linsenaufbauten
besteht. Mittels Einfiigung einer zusatzlichen Manipulationslinse auf der Bildseite
des mindestens aus einer Objektivlinse bestehenden urspriinglichen Abbildungssy-
stems soll der Offnungsfehler C'5 vergréBert werden kénnen, ohne da$ die Brennweite
f der Anordnung durch die Manipulation wesentlich verandert wird. Ubliche Werte
fiir die Brennweite fo der Objektivlinse liegen im Bereich von wenigen Millime-
tern. Dieser Wert wird von den konstruierbaren und justierbaren Dimensionen von
Spulendraht oder Polschuhbohrung bestimmt [1, S. 79]. Wegen der in Relation zur
Brennweite groflen Bildweite tiblicher Elektronenmikroskope bildet man annahernd
ins Unendliche ab. Das Objekt wird in unmittelbarer Nahe des vorderen Objektiv-

Uy

Abbildung 11: Fiir eine Linse mit Objekt nahe am Brennpunkt hat die vom Dreh-
winkel unabhéngige Bahn u, vor der Linse in erster Ordnung die Steigung ¢ . Hinter

der Linse ist ihre Steigung gleich Null.
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brennpunkts positioniert. Die Brechkraft, die bei der Objektivlinse relativ grof ist,
muf beil der Zusatzlinse klein sein. Man erwartet, dafl die Zusatzlinse kurz ist. Da-
her wird ihr Einflufl auf die Brennweite derjenige einer diinnen Linse sein. Wie eine
diinne Linse die Brennweite beeinfluflt, soll anhand der Verhéltnisse in Abbildung
11 verdeutlicht werden. Theoretisch gehen die Auslaufer des Feldes einer beliebig
oft stetig differenzierbaren Potentialfunktion ins Unendliche. Grundséatzlich ist aber
in erster Ordnung ein konkreter Punkt fiir den Feldbeginn beliebig wéhlbar. Fir
diinne Linsen dndert sich die Bahn wu, im Bereich der Linse wenig. Die Linsenpositi-
on ist zz, . Die Bahn u, verlauft auflerhalb der diinnen Linse geradlinig. Sie beginnt
an der Objektlage am Brennpunkt mit der Neigung ¢ = M;—Ll = 1, denn diese
Bahn verhalt sich bei z; wie w, . Nach Gl. (83) und Gl (75) ist w, = w, und
w!, = 1 . Ndherungsweise ist u,(z) im Bereich des kurzen Linsenfeldes konstant
gleich f . Unabhéngig vom Feld enthilt damit nach GI. (128) C5 einen Faktor f* .
Bei angenéherter Abbildung ins Unendliche ist hinter der Linse u/, = 0 . Insge-
samt dndert sich die Steigung 3 = u/, der Bahn durch die Wirkung der Linse um
fﬁﬁ(gzjjf];) dB =0—¢ = —p . Allgemein gilt dg = du/, = u/dz. Hinter der Linse,
zwischen zj, und zg , verlauft die Bahn im feldfreien Raum wieder geradlinig. Die
Felder B und F sind wie die Potentiale durch ihre axialen Werte bestimmt.

2; 271, 0 z

Abbildung 12: Skizze des Manipulationsaufbaus: Objektivlinse mit groler Brechkraft
und kurze Zusatzlinse mit geringer Brechkraft. Die Linsensymbole zeigen qualita-
tiv die Linsenldngen. Ohne Zusatzlinse folgte die Bahn der unterbrochenen Linie.
Anstelle der Objektivlinse kann jedes Linsensystem angenommen werden, das ein

Objekt ins Unendliche abbildet.
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Nun betrachtet man den Fall einer rein magnetischen Zusatzlinse. Mit G1. (110) und
Gl (38) gilt vl = —i;—ZBQUQ . Also besteht ein Zusammenhang zwischen f und B
durch Z

B(zr+f) z
l — (P = — 1 / " dﬂ = — 1 / 7 ugdz
[ ua(zL) ua(2L) J8(zr-1) Ua(2L) Jz
_ W / Bu,(z dzw——/ B2dz . (129)

In der Nidherung fiir diinne Linsen kiirzen sich u,(z) und u,(z7) aus dem Ausdruck
fiir % heraus. Um die Brechkraft der Zusatzlinse gering zu halten, ist die Abschatzung
einer Obergrenze fiir B bei der Manipulationslinse erforderlich. Wahrend bei der
Objektivlinse die moglichst niedrige Brennweite durch die Sattigung des Polschuh-
materials als Obergrenze fiir das Feld begrenzt wird, will man bei der Zusatzlinse

also mit einem deutlich schwacheren Feld mit geringem Brennweiteneinflufl arbeiten.

Nun betrachtet man den Fall einer rein elektrischen Zusatzlinse. Mit Gl. (110) gilt

n"

u! = %(@"u; + %qb"ua) . Der Zusammenhang zwischen f und dem elektrischen

Potential ist dhnlich herzuleiten wie beim magnetischen Fall. Man erhalt

1 I 1 B q , y " ]
T ualzn) — wa(zr) / pv(¢ a(2) + ¢ a(2))dz (130)

Durch partielle Integration verschwindet die zweite Ableitung des Potentials. Gl.
(118) und GI. (119) sind zu beachten.

1 1 s ¢* m? 1
7= s o e ) e - e (3
Eine Abschitzung der oberen Grenze fir ¢’ ist notig, was nach Gl. (38) —F ent-
spricht. Insgesamt erzeugen die Felder B und F bei der Zusatzlinse eine Brennwei-
tenanderung des Gesamtaufbaus, die zumindest teilweise kompensiert werden kann.
Der Spielraum fiir Obergrenzen von B oder F koénnte daher etwas weiter gefaft
werden. Der Abstand der Positionen von Objektiv und Einbaulinse ist meistens viel
kleiner als die Bildweite. Abbildung 12 zeigt, dafl das Objektiv nahezu ins Unendliche
abbildet, wobei das Objekt bei z; nahe am Objektivbrennpunkt liegt. Wie im zwei-
ten Abschnitt von Kapitel 4 nahegelegt wurde, wird die Zusatzlinse am giinstigsten
zur Vermeidung groflerer zusdtzlicher Abbildungsfehler in nicht zu grofie Entfernung
von der Beugungsebene der Objektivlinse gesetzt. Allerdings liegt die Beugungsebe-
ne meistens noch im Feld der Objektivlinse, die grole Brechkraft hat. Dagegen wird
man das Feld der Zusatzlinse auflerhalb des Objektivlinsenfeldes positionieren. Mit
der Zusatzlinse darf daher kaum mehr Strahlneigung in der Bildebene erzeugt wer-
den als von der Objektivlinse allein. Unter den genannten Bedingungen andert sich
die Gesamtbrechkraft der Linsenanordnung nur geringfiigig, withrend der Offnungs-
fehler der Zusatzlinse bei den im folgenden zu ermittelnden Bedingungen voll zur
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Geltung kommt. Weil C5 einen Faktor u? enthilt, wird bei dem skizzierten Aufbau
(s entsprechend stark von der Objektlvbrennwelte bestimmt.

Die Manipulationslinse muf} eine Erhebung oder eine Senke des Potentials realisie-
ren. Dazu braucht man ein magnetisches Feld in angendherter Glockenform oder
ein zumindest angenahert dreiecksformiges elektrisches Feld, wie es mittels dreier
Elektroden mit Lochblenden erzeugt werden kann.

5.2 Ein rein magnetischer Aufbau
5.2.1 Analytische Formulierung

Es stellt sich die Frage, welche Felder und Aufbauten fiir die speziellen Falle der
aus rein magnetischen, rein elektrischen oder allgemein aus elektromagnetischen
Bauelementen aufgebauten Manipulationslinse relevant sind. Dazu untersucht man
die entsprechenden Anteile des Offnungsfehlerintegrals hinsichtlich ihrer dominie-
renden Terme. Wie bereits aus Gl. (104) ersichtlich ist, wiirde Vergrofiern von
" die erwiinschte VergroBerung des Offnungsfehlerintegrals bewirken. |w!|? soll-
te dann in Gl. (104) durch den ¢"? enthaltenden Teil angenéhert werden kénnen.
Dazu muf} ¢'w!, < ¢"w, gelten. Wenn dies der Fall ist, folgt aus Gl. (104) C5 =

2 .
L [, [z

Dies gilt fir die vorliegende Situation, wie mittels der Bahn w, nun gezeigt werden
soll. Es lassen sich die folgenden Abschatzungen durchfiihren. Bei hinreichend grofler
Bildweite und demzufolge geringer Steigung der Strahlen zur Achse speziell auf der
Bildseite der Objektivlinse darf das Verhaltnis :—“ als von der GroBenordnung  an-
genommen werden. Dabei ist b die Bildweite. Dagegen verandert sich das Magnetfeld
B(z) relativ stark im Bereich der Linsenlidnge [ . Fiir kurze Linsen dominiert daher
der Term %I = 15)—,,/ ~ 1 in Gl (123) den Term % . Damit gleichbedeutend ist die
Vernachldssigung der u/, enthaltenden Anteile in Gl. (112), denn ¢'u!, < ¢"u, .
Man erhélt mit B(z) = —¢'(z)

1 q? (25 2
Cy = _"_2/ “(ZLBY 4 4Btz . (132)
32pi J=

Bei den Summanden in der Klammer ist der Vergleich von B? und B’ ausschlagge-
bend. Aus der Lorentzkraft aus Gl. (19) ersieht man, daff die Starke des homogenen
magnetischen Feldes umgekehrt proportional zum Kriimmungsradius der Teilchen-
bahnprojektion in eine Ebene senkrecht zu B ist. In erster Néaherung gilt das gleiche
mit dem Kriimmungsradius der eigentlichen Bahn. Weil B? danach proportional zu
der kleinen Grofle % mit R als dem Kritmmungsradius ist, und weil B’ dem grofien

Term ? entspricht, deswegen bleibt mit demjenigen Term, der das Integral grof}
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macht, unter Beachtung von GI. (112) die Gleichung
B*uldz . 133
Ca 8}02 / ‘ (133)

Es bleibt jedoch sicherzustellen, dafl die Gesamtbrennweite der Anordnung durch die
Manipulation nicht wesentlich verandert wird. Auch ohne die Annahme einer Ab-
bildung ins Unendliche, sondern bei einem Objektabstand g und einer Fokussierung

auf ein Bild im Abstand b , folgt

1 ZB
_— / B*u,dz = — / u!ldz
4ua ( )

zr
1 1
9

= (ug(2i) = ug(zp)) =

ua(zr)

11

- = 134
ST (131)
Wenn in Gl. (133) B’ = ? ist, und alle anderen Gréfien eine Konstante K ergeben,
ergibt die erste Abschéitzung fiir C; mit dem Integrationsbeitrag [* dz ~ [ nihe-

rungsweise Cs & K B~ . Analog ist fiir % nach Gl. (129) mit einer Konstanten K die
Abschitzung 1 7R K 32l moglich.

Dies unterstreicht die Anforderung einer hinter dem urspriinglichen Abbildungssy-
stem einzufiigenden kurzen zusatzlichen Linse, wo B’ grofle und B kleine Auswir-
kung hat. Aufgrund der im vorigen Abschnitt erwdhnten Brechkraftkompensation
mit der Objektivlinse ist die Brechkraft der Zusatzlinse kein wesentliches Hindernis
bei der VergroBerung des Offnungsfehlers. Der B'-Anteil des Peaks beim Feld der
kurzen Manipulationslinse dominiert gegeniiber demjenigen des weitlaufigen relativ
flacheren Feldes der restlichen Anordnung, das in der Regel auf der Objektseite iiber
die Objektposition hinausreicht. % wichst mit abnehmender Linsenlédnge, variiert
aber normalerweise weniger mit dem Blendendurchmesser. Dabei gilt folgende Ein-
schrankung: Bei einer solchen sehr kurzen Finbaulinse sollte der Lochdurchmesser
so gering wie moglich gehalten werden damit das Feld méglichst wenig tiber die
Linsenldange hinaus ausgebuchtet ist. Das bedeutet, daf} die GréBenordnung der Lin-
senlange nicht unter derjenigen des Lochdurchmessers liegen darf. Somit sind beide
nach unten begrenzt, weil der erforderliche Raum fiir den Strahldurchtritt und fiir
hinreichenden Abstand des Strahls zum Blendenrand vorhanden sein muf. Bei zu
grofer Ndhe des Strahls zum Blendenrand wiirde es sehr schwer fallen, den Elektro-
nenstrahl in der Zusatzlinse zu zentrieren. So existiert eine Obergrenze fiir = | die

B
nicht von eventuellen vom Material bedingten Obergrenzen fiir die Erzeugung von

B herrihrt.

5.2.2 Abschitzung der Leistungsfihigkeit

Der Objektivaperturwinkel € 148t sich definieren als Verhéltnis von Strahlradius
zu Brennweite. In der hochauflésenden Elektronenmikroskopie mit minimierten Ab-
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bildungsfehlern hat dieser die Auflésungsgrenze bestimmende Winkel die Grofien-
ordnung 2 ~ 10 mrad [7, Kap. 3.3]. Fiir den um eine Gréenordnung (Faktor 10)
erhohten Offnungsfehler wiirde ein Winkel von bis zu 1 mrad ausreichen. Dem ent-
spricht bei einer Objektivbrennweite fo = 3 mm ein Strahlradius von 3 pm. Hat
man hinreichend genaue Justierbarkeit der Strahlfithrung und 1afit dem Strahl bei-
derseits mindestens einen Durchmesser Blendenrandabstand, so ist die minimale
Lochbreite und damit auch die untere Grenze fiir die Einbaulinsenliange etwa 20
pm. Weil jedoch oftmals keine bessere Justierung maoglich ist oder hinreichend kur-
ze Linsen nicht vorhanden sind, sollen hier der notwendige Mindestdurchmesser fiir
den Strahldurchtritt mit Randabstand und die Untergrenze fiir die Linsenlange mit
1 mm angesetzt werden. Die Linsenliange einer Polschuhlinse soll gleich der Spalt-
breite zwischen den Polschuhen sein. Der axiale Wert des homogenen Magnetfeldes
ist vom Lochdurchmesser weitgehend unabhéngig. In erster Naherung sei B’ = %
mit dem Maximalwert des axialen Magnetfeldes der Einbaulinse B,,.. . Es gelte

us(z1) = fo . Das Integral ergibt einen Faktor [ . Mit Gl. (35) und GI. (36) ergibt
sich p; aus der kinetischen Energie Ey;, . Es ist p; = %\/Ekin(Ekin-l-chz) . Man erhalt

aus Gl. (133) C3 = %;—Z é% . Fiir Elektronen mit 100 keV ergibt sich daher fir

eine Brennweite fo = 3 mm und mit dem unterhalb einer Sattigung liegenden Wert

Biaz = 2 Tesla eine obere Grenze von C5 & 32,44 mm. Nach Gl. (129) ergibt sich
mit % = tip?Bfnwl aber eine Brennweite von f & 1,248 mm. Eine akzeptable
Brennweite von 25 mal 1,248 mm erhélt man folglich, wenn B,,,, auf ein Fiinftel
des Wertes von 2 T begrenzt wird. Dann ist jedoch C5 &~ 1,298 mm. Dies entspricht
einer Brechkrafterh6hung des Systems um ein Zehntel; dabei erreicht man ungeféahr
Verdopplung von (5 . Dariiberhinaus gilt Gl. (133) bei zu starker Brechkraft nicht
mehr, da die Naherungsannahmen nicht mehr zulassig sind. Grundsatzlich wahlt
man [ so kurz wie moglich, und man regelt den Absolutwert von C5 tiber die Rege-

lung von B, . Das Resultat wird spater in Abbildung 22 dargestellt.

5.2.3 Numerische Berechnung der Leistungsfihigkeit

Zur moglichst genauen Berechnung des Variationsbereichs wird ein realistisches Ma-
gnetfeld B(z) in die Rechnung einbezogen. An dieser Stelle benutzt man oft nihe-

rungsweise das leicht zu berechnende Glockenfeld B(z) = £mez. mit a als Halb-

1+(3)°
wertsbreite [1, Kap. 1.3.4] [3, Kap. IX] [5, Kap. 2.2.1].

Um ein realitatsndheres Feld anwenden zu konnen, soll eine entsprechende Formel
hergeleitet werden [3, Abschn. 40]. Dazu benotigt man die rotationssymmetrische
Losung des allgemeinen Potentials ¢(p , z) im Raum, bei der sich das Achsenpoten-
tial als Spezialfall fir p = 0 ergibt. Mit p wird hier der Achsenabstand bezeichnet.

Aus der Laplacegleichung folgt im rotationssymmetrischen Fall

0,(p0,0) + 020 = 0. (135)
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Man macht den Separationsansatz

W(p, 2) =0.(2),(p) - (136)

Nach Einsetzen und Division durch ¢, und 1, erhélt man zwei separierte Funkti-
onsterme mit totalen Differentialen, die beide gleich einer Konstanten sein miissen.

7 1 d diy
- = —d_(pd—>
Yo ppdp dp
Mit der zweckmiBigen Konstanten k2 ermittelt man daraus als Lésung fiir ¢, mit
einer weiteren Konstanten ¢

=k (137)

a(z) = e (138)
AuBerdem bekommt man nach Division durch k? die Differentialgleichung
d? 1 d
1/]/) + 1/]/) . 77ij -0. (139)

d(kp)? " kp d(kp)
Deren Losung fiir ¢, ist die modifizierte Besselfunktion nullter Ordnung Io(kp) .

Dabei ist |

2
Py = %/0 e~FroBas = Iy(kp) . (140)

Die allgemeine Losung fiir ¢(p , z) folgt daraus mit der Annahme, daB ¢ eine Funkti-
on von k sein kann. Damit ergibt sich die Losung wegen der Linearitat von Gl. (135)
als Linearkombination fiir alle moglichen Werte von k . Es entsteht das Integral

Wp, 2) = /_ °:o (k)™ Iy(kp)dk (141)

bei dem der Exponent im Integrand auf das positive Vorzeichen beschriankt werden
kann. Nun ersetzt man Iy(kp) ,

1 2T oo . .
Voo 2 =5 [ [ ekt andg (142)
2n Jo J-
Also 1st das Achsenpotential
00, 2) = /°° c(k)e=dk . (143)
Bildet man daraus die Gleichung

(0, z+ipcosf) = /OO c(k)elkEHircosh) g, (144)

so folgt mit Gl. (142)
1

" om

Y(p, z) /OQW;/)(O , Z2 4 ipcosB)df . (145)
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Nun soll eine Losung ermittelt werden, die um z = 0 einen glockenférmigen Verlauf
und fir grofle Betridge von z einen exponentiellen Abfall besitzt. Dazu sollen jetzt
zwel Funktionen kombiniert werden, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden und
den erforderlichen asymptotischen Verlauf haben. Das asymptotische Verhalten des
Achsenpotentials der Einbaulinse fiir grofle positive Werte von z wird mit einer
Konstanten a durch

$(0, 2) =(2) = Prace™® (146)
angesetzt und in in Gl. (145) eingesetzt.

-z
e a

/ _ o o —12oosk _ -z B
A+ 2) = oo [ Bl = o) (147)

mit der Besselfunktion nullter Ordnung .Jy . Eine magnetische Polschuhlinse lauft
nach beiden Seiten in Achsenrichtung rohrférmig aus. Die Oberflache des Rohrs stellt
eine Fliche konstanten magnetischen Potentials dar [3, S. 286]. Der Wert dieses
Potentials darf gleich Null gesetzt werden. Die Fliache entspricht p = % mit dem
Lochdurchmesser d . Wegen 1/)(% , z) = 0 folgt %% = n; mit n; als j-ter Nullstelle der
Besselfunktion J; . Wegen Jy(0) = 1 taucht die Besselfunktion im Achsenpotential
nicht auf. Bei der folgenden Gleichung fiir das Achsenpotential kann man sich auf
die kleinste Nullstelle ny & 2,4048 beschranken, da fir diese Losung bereits das

asymptotische Verschwinden fir grofle positive z erfiillt ist.

2n4 2ny

P(z)=cre” @7, B(z)=ce 77, (148)

Dabei sind ¢; und ¢, Konstanten. Ein Uberlagerungsnsatz, der dem glockenférmigen
und dem asymptotischen Verlauf von B(z) entspricht, ist nun

B(z)= K[l + tanh(%[% —z])|[1 + tanh(%[% + z])] (149)

mit einer Konstanten K . Dabei ist [ die Feldbreite der Liinse. Nun bestimmt man
mit Gl. (149) B,,., = B(0) und ersetzt dann K . Die endgiiltige Formel erhilt man
mittels tanh(z + y) = fanhodtanhy - qie Jautet [3, Gl. (79,27)]

1ttanhztanhy

1 — tanh%%z)

- tanhQ(—1’2%2411)‘0&11}12(—2’4;482) .

B(z) = (150)

Fir d wird der kleinste zulassige Wert und fir B4, entsprechend der grofite Wert
eingesetzt. Dieses B(z) wird nun in die rein magnetische Form von GI. (110) ein-
gesetzt, um u,(z) zu bestimmen. SchlieBlich ergibt Gl. (133) nach Ermittlung von
B'(z) den maximal erreichbaren Offnungsfehler mit einer magnetischen Zusatzlinse
bei einer vorgegebenen Elektronenenergie.

Die Position der Linsenmitte der Zusatzlinse ist z = 0 . Thre Brennweite ist [ .

Wegen der in Abbildung 13 erkennbaren Ausldufer des Feldes iiber die in Gl. (150)
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Abbildung 13: Der Verlauf von B(z) gemaf Gl. (150) fir d = 1 mm, / = 1 mm und
Bror =0,4T.

eingesetzte Linsenldnge [ hinaus soll der Beitrag des Feldes zwischen z = —[ und
z = [ in die Berechnung eingehen. Folgende Uberlegung gilt fiir jede Linse oder
Linsenanordnung: Bei der Losung der Differentialgleichung fiir u, besteht das Pro-
blem, dal die Anfangswerte nicht vollstdndig bekannt sind, denn man kennt nicht
die genaue Entfernung zwischen z7, und der Objektposition z; . Aus u,(z;) = 0 und
u! (z;) = 1 gewinnt man nur die Steigung, jedoch nicht den Achsenabstand der Bahn
beim Eintritt ins Linsenfeld. Eine Moglichkeit fiir zu z = 0 spiegelsymmetrische Fel-
der besteht nun darin, zunichst die Brennweite der Linse zu berechnen. Dazu 16st
man die Differentialgleichung fiir w., mit u,(z;) = 1 und «/(z;) = 0 . Bei dieser Bahn
ist der Felddurchtritt eindeutig bestimmt, und hinter dem Linsenfeld gilt u) = —]? .
Nun kann die Differentialgleichung fiir u, mit dem Anfangswert u,(—l) = f —1
gelost werden. Diese Vorgehensweise ist wegen moglicher Rechenabweichungen bei
zweimaligem Losen einer Differentialgleichung nicht so exakt wie die folgende, bei
der nur einmal Gl. (110) gelost werden muBl. Wegen der Abbildung ins Unendli-
che kann die u,-Bahn bis auf einen Normierungsfaktor als riickwérts verlaufende
u,-Bahn betrachtet werden, die ja mit Steigung null bei der Linse ankommt. Eine
riickwérts laufende Bahn ist an z = ( gespiegelt. Das bedeutet, man hat die Dif-
ferentialgleichung fiir v, mit an z = 0 gespiegeltem Potential zu 16sen, sofern kein
spiegelsymmetrisches Potential vorliegt. Bei der ersten, dritten und jeder weiteren
ungeraden Ableitung des Potentials nach z dndert sich dann das Vorzeichen der
Funktion. Man erhélt dann eine nicht mehr gespiegelte Bahn, wenn man nach dem
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Abbildung 14: Skizze des Verlaufs der w.,-Bahn der Manipulationslinse und der w,-
Bahn des Gesamtsystems. Zwischen den Linsen sind die Werte v, = 1 und u, = fo .

Losen der Differentialgleichung das Argument z der Bahnfunktion durch —z ersetzt.
Dieser letzte Schritt bedingt, dal bei den Bahnen die ungeraden Ableitungen ihr
Vorzeichen wechseln. Schlielich entsteht die u,-Bahn durch Normierung auf die
Anfangssteigung eins, also nach dividieren durch die negierte Steigung am Ende der

u-Bahn.

wa(e) = =12 ey Zam2) (151)

u(zp) , (25)

Mit dieser u,-Bahn kann der Offnungsfehler einer Linse mit Objekt am Brennpunkt
aus dem Integral berechnet werden. Die numerische Berechnung des Offnungsfeh-
lerintegrals fiir eine Linse kann mittels der im Anhang beschriebenen Methode auf
anderem Wege bestitigt werden.

Jetzt wird wieder das System von Objektivlinse und Manipulationslinse betrach-
tet. Das Objekt liegt nicht am objektseitigen Brennpunkt der Zusatzlinse, sondern
am Brennpunkt vor der Objektivlinse. Daher muB in das Offnungsfehlerintegral der
Zusatzlinse anstelle der u,-Bahn fir die Zusatzlinse die u,-Bahn des Gesamtsy-
stems eingesetzt werden. Der Achsenabstand der gesamten u,-Bahn zwischen den
Linsen wird von der Objektivbrennweite fo bestimmt. Daher multipliziert sich der
Offnungsfehler der Zusatzlinse noch mit ?—42 . Der Offnungsfehler des Objektivs ist
gegeniiber demjenigen der Einbaulinse nicht vernachlassighar. Wie Abbildung 14
verdeutlicht, ist die u,-Bahn des Systems die gleiche wie die mit dem Faktor fo
multiplizierte u,-Bahn der Manipulationslinse. Somit kann man die Lésung der Dif-
ferentialgleichung fiir Anfangsabstand fo und Anfangssteigung null bei nunmehr
ungespiegeltem Feld direkt in Gl. (133) einsetzen und erhalt den Anteil der Einbau-
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linse am Gesamtoflnungsfehler.

Zu 16sen ist mit der Losung B(z) aus Gl. (150) die aus Gl. (110) folgende Differen-
tialgleichung
w1 q° 2 w1 q
U +——QBu:0oderu - —

— 1 Bu=0 152
4 p; 8mqb*(27;) ! ( )

mit u(—1) = fo und u'(—/) = 0. Mit der Lésung u(z) errechnet man den zusétzlichen
Fehler C'5 zum Offnungsfehler des urspriinglichen Systems aus dem Integral

Cy = lf/l B*u'dz oder Cy = L q /l B*u'dz (153)
3 8p2 _ 3 ]6m¢*(zz> _I '

Man integriert nur zwischen den Grenzen des Linsenfeldes, die den Anfangswer-
ten der Differentialgleichung zugrunde liegen, da sie bei héheren Ableitungen zu
Unstetigkeitsstellen werden konnen, wenn auflerhalb des Intervalls [~ , [] die Po-
tentialableitungen zu Null gesetzt werden. Gl. (154) enthélt eine Naherung des Off-
nungsfehlerintegrals aus Gl. (123). Um diese Naherung zu tiberpriifen, kann C'3 mit
Gl. (123) berechnet werden.

Saly
oder Gl. (129). Die Brechkraft der Zusatzlinse soll maximal ein Zehntel derjeniéen
des Objektivs sein. Daraus resultiert eine Obergrenze fir B,,,, und B’ . Mit diesem

Fiir vorgegebene Werte d und [ ermittelt man zuerst die Brennweite aus f = [+

Wert kann dann C3 berechnet werden.

Mit d = [ = 1 mm resultiert fiir 100 keV Elektronenenergie eine Brennweite der
Zusatzlinse von ungefdhr f = 36,27 mm bei By, = 0,4 T. Mit Gl (153) erhalt
man Cy & 2,428 mm. Mit Gl. (128) hat man jedoch C3 & 2,504 mm. Das bedeutet,
daB nétigenfalls zur genaueren Bestimmung von C5 die allgemeinere Formel Gl. (128)
zu verwenden ist.

Ein Ma$ fiir die Rechenungenauigkeit sind Abweichungen bei der Brennweite zwi-
schen den beiden in Abbildung 14 skizzierten Bahnen erster Ordnung. Bei dem hier
verwendeten Rechnerprogramm liegen sie im Bereich von einem Prozent. Ebenfalls
bei rund einem Prozent liegen die Abweichungen bei der Brennweitenbestimmung
aus der u,-Bahn und aus Gl. (129). Relativ zur angestrebten Vergroferung des Ge-
samtoflnungsfehlers und des Bildkontrasts der Abbildung ist diese Ungenauigkeit
nicht problematisch.

5.3 Ein rein elektrischer Aufbau
5.3.1 Analytische Formulierung

Zur Ermittlung der den Integranden des Offnungsfehlerintegrals dominierenden Ter-
me im Falle elektrischer Felder betrachtet man GI. (128) fur ¢ = 0 . Ahnlich wie
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beim rein magnetischen Fall ist nun die Abbchdtéung RS (; moglich. Wahrend
% mit der Bildweite b niherungsweise als angenommen werden kann, gilt in
erster Naherung bei einer kurzen Dreielektrodenlinse der Gesamtlénge [ der An-
satz ¢ = 2# fiir einen Dreiecksverlauf mit Anstieg und Abfall auf der Lange der
Linse. Die symmetrische Dreielektrodenlinse wird als Einzellinse bezeichnet [9, S.
27]. Genau wie zuvor 148t sich bereits ¢' = 2¢% annehmen, woraus entsprechend
% < % folgt. SchlieBlich gilt mit ¢" = 4@7% noch % < %’I . Diese Niaherungen
gelten fiir ¢* wie fiir ¢ . Das bedeutet, man kann die u/, enthaltenden Anteile in GI.
(128) vernachlassigen. Betrachtet man dann einen Term der Art ;5,2 (¢“2 j::
wird folgendes deutlich: Eine Vergroflerung von ¢” gegeniiber ¢* ohne gleichzeitige

), so

Zunahme von ¢' gegeniiber ¢* wiirde die VergroBerung des Offnungsfehlerintegrals
bewirken. Auch die Beachtung der Brennweitenstabilitat erfordert nach GIl. (131),
daB bei VergroBerung von ¢" der Wert von ¢’ nicht mitgesteigert wird.

Im rein elektrischen Fall setzt die Gefahr des Funkeniiberschlags bei zu geringem
Elektrodenabstand der Linsenldnge eine untere Grenze. Feldstarken im Bereich iiber
5 k—Yn sollten vermieden werden [14]. Deswegen lassen sich das Potential und seine
Ableitungen durch Verkiirzen der Zusatzlinse nicht beliebig vergroflern. Auch der
notwendige Mindestdurchmesser fiir die Kreisblenden geht als Grenzwert in das
Potential auf der Achse ein. Im Gegensatz zur Magnetlinse, bei der die geringe
Liange die zweite Ableitung des Potentials grol machte, ist es beim elektrischen Fall
giinstiger, Potential und Feld auf mehrere aneinanderhangende Dreielektrodenlinsen
oder Linsensysteme mit einer ungeraden Zahl von alternierend geladenen Elektroden
zu verteilen. Resultierende Verschiebungen der angenommenen Mittelposition der
Zusatzlinse sind wegen der nahezu parallel zur Achse verlaufenden Teilchenbahn
vernachlassigbar.

Aus Gl. (128) bleibt nach diesen Uberlegungen die Relation
[ 4
Cs = 3 /Zz ") *211ad2' . (154)

5.3.2 Abschitzung der Leistungsfihigkeit

Es wird nur der Offnungsfehler des Manipulationseinbaus berechnet. Wie in Abbil-
dung 15 skizziert, kann das Potential angesetzt werden mit

l\')l»—t
[\3|,_.

B) = 9z — bmasleos(S2) +1], —gl <2< ol
¢(z) = ¢(z) sonst. (155)

Dabei ist ¢ = ¢(z;) . Dieser Ansatz fiir einen Kosinusverlauf kann leicht fiir meh-
rere Linsen fortgesetzt werden. Mit ithm ist die zweimalige Differenzierbarkeit des
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Abbildung 15: Qualitativer Verlauf des Potentials ¢(z) in einer Dreielektrodenlinse.
Die Elektrodendicke wird als vernachlassighar angenommen.
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Abbildung 16: Aquipotentiallinien einer elektrostatischen Einzellinse

Hb)



Potentials an den Réandern sichergestellt. Der Wert von ¢(z;) bestimmt den Teil-
chenimpuls und muf grol gegeniiber ¢4, sein, damit das Teilchen die Linse auf
einer flachen Bahn durchfliegt. In dieser Abschatzung wird der Einflul des Loch-
durchmessers auf das axiale Potential unberiicksichtigt gelassen. Im Prinzip sind
die Potentiale ¢y und ¢ frei wahlbar, sofern sie ¢par = q”;—qsl # 0 erfullen. Hier
allerdings wurde ¢; = ¢(z;) gesetzt, um einfache Ausdriicke zu erhalten. Die unter-
schiedlichen Elektrodenaufladungen von ¢; und ¢; und damit auch das Vorzeichen
VON @y sind beliebig ansetzbar, da wegen des Scherzertheorems Potentialableitun-
gen im Offnungsfehlerintegral nur quadratisch Vorkommen Nun ist in dem Bereich,
wo das Potential nicht konstant ist, ¢" = @0 i 7 cos(—z) Es gelte u, = fo mit
der Objektivbrennweite fo = 3 mm. Fir 100 keV Elektronenenergie ist nach GI.

(115) \/é*(z) = 331,33 /V . Das ist ein Abweichung von rund zehn Prozent fiir das

modifizierte vom unmodifizierten Potential mit \/¢(z;) = v/10° V . Daher koénnen
beide Potentiale fiir diese Abschiatzung gleichgesetzt werden, und es kann v =1
gesetzt werden. Und ¢pqq[cos(#2) 4 1] kann gegeniiber ¢(z;) VeIIld(,hldbhlgt werden.
Man kann beispielsweise [ = 1 mm als unteren Grenzwert annehmen, wenn gleich-

zeitig @ = ‘lqﬁ% =35 k—Yn als oberer Grenzwert bestimmt wird. Dem entspricht

bmar = 1,25 kV. In Gl. (154) wird somit

5 fO % ¢max 1?;1' (‘092( 2[”’ Z)
C13 N 3
64 /“ (6(2i) — bmaslcos(FF ) +1])2
~ @’mar %l 2 2w qu{m‘
R~ 4 7 fo( oz >) /_%lcos (TZ) z = 8 B fo( o >) . (156)

Obige Werte ergeben den anteiligen Offnungsfehler Cy & 0, 765 mm. Die zugehérige
Brechkraft aus Gl. (131) kann mit den gleichen Voraussetzungen naherungsweise
geschrieben werden als

1 ¢

o L e
ST MCARCRRREE S o

m’ qu{”' 2 %l 2m 172 Qbmar
o0=r)) /_%z (T 2)de ~ 57 TG0 )) : (157)

1
f

2
|

Obige Werte ergeben damit als Brennweite der Zusatzlinse f &~ 1,297 m. Lasst man
als Wert die nur zehnfache Objektivbrennweite zu, so kénnte der Linseneinbau noch
wesentlich verlangert und ¢,,q, vergrofert werden.

Weiterhin kann man anstelle einer Dreielektrodenlinse mehrere solcher Einzellinsen
hintereinander anbringen, um Cj3 bei qg”;i < 1,25 % weiter zu erhéhen. Dabei wird
allerdings auch die Brechkraft % erhoht. Man 148t sinnvollerweise die AuBenelektro-
den benachbarter Linsen zusammenfallen. So hat man 2N + 1 Elektroden in der
Anordnung. Die Gesamtinsenlange ist N[ . Es gilt fiir N Linsen

C3(N) = NC5(1) . (158)
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Die OffnungsfehlervergroBerung mit elektrischem Aufbau ist wegen besserer Werte
fir die Einzellinse und wegen einfacher Konstruktion und Berechnung einer Aufrei-
hung solcher Linsen vielversprechender als ein magnetischer Aufbau. Grundsatzlich
wahlt man [ , wodurch die dazu passende Einstellung von ¢, festgelegt ist, und
erh6ht den Wert von (5 durch Vergréflerung von N . Das Resultat wird spéter in
Abbildung 23 dargestellt.

5.3.3 Numerische Berechnung der Leistungsfihigkeit

Jetzt soll eine Formel Anwendung finden, die das elektrische Potential auf der Achse
vorgibt, wie es aus der Potentialverteilung der Elektroden mit Lochblenden folgt.
Eine solche Formel kann beispielsweise aus dem Ansatz @(2) =a-+bz+ czarctan(f)
hergeleitet werden, wobei r = % der Blendenradius ist, und die Konstanten a , b und
c¢von r , [ und den Potentialwerten bestimmt sind [3, Gl. 87,15]. Sie lautet

P2 — P

1+ éarctan(é) '

¢mam - ¢1 + (]59)

Einen realitdtsndheren Ansatz erhalt man in Analogie zum magnetischen Fall aus

der Gleichung
, Lo .
olp, z) = g/o #(0, z +ipcosf)ds, (160)

die Gl. (145) entspricht. Bei der Herleitung von Gl. (145) aus Gl. (135) kann einfach
¢ anstelle von ¢ eingesetzt werden. Und wenn Gl. (160) in Gl. (135) eingesetzt wird,
folgt

Aolp . =) = ~ohlpdhe) + 0%

1 27 1 . . }
= %/0 [;8p(1p¢ (0, z+ipcosfB)cos) + ¢"]dB
! ol / 1 " . 2 "
= ﬁ/o [;95 (0, 2 +ipcosB)cosf — ¢"(0 , z +ipcosB)cos”3 + ¢"]d3
! . i / 1 U . . 9
— g/o [;¢ (0, z+4ipcosfB)cosf + ¢"(0 , z + ipcos3)sin”F]d S

1 2 d ising )
- [ ds=0. 161
5, dﬁ[ p &0, z+ipcosB)|ds =0 (161)
Man sieht sofort, daB fiir p = 0 Gl (160) ¢(0, z) ergibt. Um zu erfahren, welches
von den Elektroden erzeugte Potential im Raum das Achsenpotential aus Gl. (155)
bedingt, wird das Achsenpotential im Integrand von Gl. (160) eingesetzt. Dabei muf
anstelle von z das Argument z + ipcos3 stehen.

olp, z) = i 2Tr{qo(zz) — quam(cos[QTw(z +ipcosfB)] + 1) }d3

21 Jo
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= G(z) — bas — TR [ )

= qb(Zz) - quax - quGfRe{/ eITZe_2TWPCOSﬁd/6}

= P(z) — ¢max[cos(27z)lo(2;p)+1] (162)

Die modifizierte Besselfunktion nullter Ordnung [O(T”p) tritt also als Faktor bei der
radialen Potentialkomponente auf. Jetzt wird der Lochblendendurchmesser bedeut-

sam. Er soll dhnlich wie im magnetischen Fall bei d = 2p = lmm liegen. Jetzt
resultiert der obere Grenzwert 22791 = 44)%[0(%71') =5 kv . Fiir die vorgegebe-
2
nen Werte [ und d errechnet man das grotmogliche ¢y,4, = 112(5};‘"51 und setzt es in
oly™m

das Achsenpotential ¢(z) ein. Die Funktion [0(%7r) kann in dem Bereich, wo [ die
GroBlenordnung von d hat, groBe Werte annehmen. Daher werden ¢"” und C5 bei
kleiner werdender Linsenldnge nicht mehr notwendigerweise gréfler. Ohne Beriick-
sichtigung der Begrenzung der Brechkraft % gibt es vielmehr einen giinstigsten Wert
von [, der C5 in Gl. (154) maximal macht. In diesem Fall soll d festgelegt sein, und
U, sowie ¢* = ¢*(z;) und v = 1 ndhern wir als von [ unabhéngig. Fiir Elektronen mit

Eyin = 100 keV ist ¢*(z;) &~ 109,8 kV. Damit ist mit der Konstanten K¢ = 5 _Jfo

64 ¢*2(z)

1,250 2
(5 = [&c/ d"dz = [xc( ) (7) / COS2(—7TZ)dZ ) (163)

[ Iy(4m) -1 [

Das Integral hat den Wer‘r =, und es folgt die Proportionalitit
1

Cs(l) ~ ———— . 164
3( ) l[[g(%ﬂ')]Q ( )

Fiir einen maximalen Wert von Cj fiir eine Finzellinse gibt es also ein optimales
Verhiiltnis von [ Zu d . Das Maximum der in Abbildung 17 skizzierten Funktion
T (@nF ( I bedlngt ~ 0,9387 ~ 2,9468 . Mit den fiir Gl. (163) geltenden Vorausset-

zungen folgt aus Gl. (157) mit der Konstanten Ky = ﬁ und nach Auswertung

4¢*2
des entsprechenden Integrals

1 2m , 1,2550] ]
oK / 2z = 2P mmly2 L 165
=0 [ o= KT (165)
und es folgt die Proportionalitat
1 [
() ~ (166)

I [Io(Zm)]2

Die entsprechende in Abbildung 18 skizzierte Funktion zeigt, dafl die Beriicksichti-
gung von fo(%w) nichts daran dndert, dafl zur Begrenzung der Brechkraft einer Lin-

se [ moglichst klein sein mufl. Man errechnet aus C's = 57r4¢*£‘() )( 53;};) W
o\7m

58



Abbildung 17: Die Funktion m hat ein Maximum bei z & 0,938 .

0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 18: Die Funktion

W steigt streng monoton mit .



—1 _ den Maximalwert von C3 ~ 0,1889 mm. Die mit 1 =
1[10(17 s f

¢*2( )(1 25 LV )2 T (@E berechnete zugehorige Brennweite ist [ 20,6091 m. Um

groﬁere Werte fur ('3 zu erhalten, kann man einfach N solcher Linsen einsetzen. Um

am Maximum von
1

die Brechkraftbegrenzung nicht zu iiberschreiten, verwendet man hinreichend kurze
Linsen. Denn es muB fiir den aus vielen Einzellinsen zusammengesetzten Einbau si-
chergestellt werden, daf sich die einzelnen Offnungsfehler zum erwiinschten erhéhten
Gesamtoffnungsfehler aufsummieren, bevor sich eine zu groflie Gesamtbrechkraft er-

gibt. Man bestimmt dann ein hinreichend effektives Verhiltnis von Cs zu % und
damit eine Obergrenze fir die notwendige Linsenldnge. Bei dieser Formel fallt I

heraus:

o _]X(v 27 , 1 5 2@ 1
/__¢ TP =T (167)

Wenn beispielsweise eine Verzehnfachung von (5 bei gleichzeitiger Begrenzung der

03 = [XC

Brechkraftzunahme auf zehn Prozent gefordert wiirde, miissten gleichzeitig die Be-
dingungen

1
9C50 < C d —
30 3 umn f 10fo

erfiilllt sein. Hierbei sei der Objektivoffnungsfehler Cso &~ %fO = 1,5 mm. Nach

(168)

9C50 < 169

go_wf ST (169)
erhalt man eine Obergrenze fir [ .

1< 2fo (170)

Nur Einzellinsen bis zu dieser Héchstlinge | ~ % fo ~ 1,57 mm kénnten damit

Verwendung finden. Dieser Wert fiir [ sollte bei fe%‘rge]eg‘rem d = 1 mm als der
nachstliegende zum frither angesprochenen Maximalwert 2,9468 mm benutzt wer-
den. Nun miissen N solcher Linsen aneinandergefiigt werden, bis das gewiinschte
C's erreicht ist. Weil aber die Gesamtlange der Zusatzlinse nicht beliebig gesteigert
werden kann, soll im folgenden untersucht werden, ob die gestellten Anforderungen
realistisch sind.

Als weitere zuséitzliche Bedingung mufl nun also eine Beschrankung der Gesamtléange
des Linseneinbaus gefordert werden. Hier soll als Obergrenze der Gesamtlange aller
Teillinsen NI ~ 100 mm gewdhlt werden. Der Spielraum der Gesamtlange bis zu ei-
ner vorgegebenen Obergrenze wird am besten vollstandig ausgenutzt. Denn wenn N/
moglichst grol gewahlt werden kann, wird sinnvollerweise immer auch N moglichst
groB gewihlt, weil das zuvor beschriebene Verhaltnis der Zunahmen von Offnungs-
fehler und Brechkraft unabhangig von N und fir kleinere Werte von [ giinstiger
ist. Nach Gl. (158) wichst C3 direkt mit N . Das Maximum einer Funktion wie
C3(N) = mm5(1) , die proportional zu [”( p—_E ist, liegt bei einem kleineren

Wert fiir é als 2,9468 . Es ist g ~ 0,622 &~ 1,954 .
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fo

hNI

Abbildung 19: Die Darstellung zeigt die Bedeutung des Verhéltnisfaktors i zwischen
der erforderlichen Gesamtbrennweite % = hNI[ und der Gesamtlinsenldnge NI .
Hierbei ergibt die Mittelung des Wertes von wu, im Bereich der Linse den Wert

(1—g)fo -

Wenn jetzt zusitzlich die Brechkraftbegrenzung beriicksichtigt wird, gibt es einen
von der Gesamtbrechkraft bestimmten optimalen Wert von [ , bei dem dann C3
den giinstigsten Wert annimmt. Ist [ zu klein, so iiberschreitet man die erlaubte
Brechkraft, ohne die Obergrenze der Gesamtlinge ausgenutzt zu haben. Ist [ zu
groB, so hat man bei erreichen der maximalen Gesamtlange den Spielraum fiir die
erlaubte Brechkraftzunahme nicht genutzt.

Fiir eine groflere Anzahl von Teillinsen kann man nicht mehr konstant fo fiir u,
einsetzen. Wie Abbildung 19 verdeutlicht, wird in erster Ndherung bei der letzten

Teillinse u, & (1 — %)fo sein. Dabei gibt A das Verhaltnis von Gesamtbrennweite

% zu Gesamtlinsenlange N[ an. Es gilt also

1 [
~ —— oder —

N2l F 7 h(100mm)?

2

(171)

Weil groBziigig gemittelt u, um den Faktor (1 — gr) verringert ist, vermindert sich
C3 um einen Faktor der Gréfenordnung (1 — 2-)* . Damit auch bei der letzten Linse
der groBte Teil der C3-Erhéhung erhalten bleibt, sollte mindestens h & 3 sein. Nur
dann bleibt Gl. (158) giiltig. Fiir die Abschatzung von [ und N mit GL. (171) kann
dann in den Formeln fur Brechkraft und Oﬂnungsfeh]er Uy & fo bleiben, denn nun
ist die Brechkraft wie erforderlich beschrankt. Die Brechkraft des Gesamtsystems
vergrofert sich um ungefahr ein Prozent. Aus Gl. (165) und Gl. (171), die beide % und

[ verkniipfen, bekommt man [ ~ 1,096 mm und [ ~ 27,4 m. Weil beim L&sen dieser
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Abbildung 20: Ermittlung des Wertepaares fir [ und % aus dem Schnittpunkt zweier
Kurven. Die in diesem Ausschnitt steilere Kurve zeigt %(l) gemaf Gl. (165), die

. . . 1 1
flachere Kurve zeigt ein Stiick der Ursprungsgerade 7= o000z -

beiden Gleichnungen mittels Einsetzungsverfahren eine Funktion auch im Argument
von Iy steht, gewinnt man die Losung einfach durch Ermittlung der Koordinaten des
Schnittpunkts der beiden entsprechenden Kurvengrafiken. Dies wird in Abbildung
20 gezeigt. Nach Gl. (171) passen dann N = 91 Teillinsen auf die Gesamtlinge, und
die Gesamtbrennweite ist 301,1 mm. Mit den Werten fiir / und N kann jetzt C
berechnet werden.

Fiir die moglichst genaue Berechnung von (' setzt man in Gl (154) fiir u, die
Losung der Gl. (110) fiir den rein elektrischen Fall ein. Bei der Lésung der Differen-
tialgleichung fiir u, gelten ahnliche Uberlegungen, wie sie in Abschnitt 5.2.3 erliutert
wurden. Gegebenenfalls muf hier als auf die Teilchenbewegung einwirkende Groéfe
das elektrische Potential gespiegelt werden.

Zu l6sen ist mit ¢(z) aus Gl (162) die mit Gl. (115) und Gl. (116) aus Gl. (110)
folgende Differentialgleichung

‘l (p’l ] qﬁll
"2 -y Pu =0 172
u+27¢*u+47¢*u (172)

) = fo und u'(—%) = 0 . Nach Einsetzen von Gl. (114) folgt

mit u(—%

1 - 150 1,
u! = ——m (!, + —d"u,) . 173
201~ ) o g )

Mit der Lésung u(z) aus Gl. (173) ergibt sich der zum Offnungsfehler des Objektivs
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zu addierende Fehler C'5 aus Gl. (154). Die Anwendbarkeit dieses Integrals kann mit
Gl. (124) oder GI. (128) bestatigt werden. Die numerische Auswertung ergibt fiir den
vom Linseneinbau erzeugten Offnungsfehler mit 91 Teillinsen einen Gesamtwert von
C3(91) ~ 3,23 mm. Hier zeigen sich Rechenungenauigkeiten bei Variation von N .
So ermittelt man C3(1) &~ 0,0359 mm und C3(10) ~ 0,3554 mm. Die Berechnung
aller N = 91 Linsen ist so problematisch, dafl eine Addition von Teilabschnitten
wesentlich sinnvoller ist. Deshalb ist die zum Erhalt der Giiltigkeit von Gl. (158)
geeignete Wahl von h wichtig.

Der Vergleich der genauen errechneten Resultate bei Verwendung von Gl (128)
(C5(1) = 0,0358646 mm) und von GL. (155) (C53(1) = 0,0358648 mm) bestitigt die

Berechtigung der entsprechenden Naherungsannahmen.

Man kann noch etwas gréflere Werte fiir (5 erhalten, wenn man A nur wenig grofler
als 1 wiahlt. Denn Verkleinerung von h bedeutet die Anordnung zusétzlicher oder ins-
gesamt starkerer Teillinsen. Der entsprechende zusatzliche Beitrag zum Gesamtoff-
nungsfehler ist jedoch relativ klein. Beispielsweise wiirde durch eine an eine fiir & ~ 3

optimierte Einbaulinse angefiigte Finzellinse gemafl Abbildung 19 wegen N = 100

4
a

Daher vergroert eine angefiigte Teillinse den Offnungsfehler um rund ein halbes
Prozent, und jede weitere Teillinse wird wegen der vierten Potenz in u? jeweils
einen noch geringeren Beitrag hinzufiigen. Der auf diese Art vergréBerte Gesamtoff-
nungsfehler multipliziert sich entsprechend mit einen Faktor der Gréfenordnung
(1— #)4 , weswegen nur eine geringfigige Erhohung von C5 zu erzielen ist. Die not-

der Wert von u;, um einen Beitrag von der Gréfenordnung ﬁ(l — é)‘l 14 erhoht.

wendige Berechnung durch Addition von Teilabschnitten ist kompliziert und weniger
sinnvoll.

Ahnlich wie beim magnetischen Aufbau liegen die Rechenungenauigkeiten fiir die
Brennweite einer Linse bei einem Prozent und sind daher unproblematisch. Erfah-
rungsgeméaf sollte eine abschnittsweise Integralberechnung vermieden werden. Ins-
besondere kann die Genauigkeit der numerischen Berechnung durch verifizieren der
Konstanz des Realteils in Gl. (73) mit Beriicksichtigung von Gl. (76) festgestellt wer-
den. Abbildung 21 zeigt das Ergebnis einer solchen Verifikation bei der numerischen

Berechnung von C5(10) .

5.4 Fazit

Bei einer rein magnetischen Zusatzlinse wurden folgende Werte vorgegeben: Loch-
durchmesser d = 1 mm, Linsenlange (Polschuhspaltbreite) / = 1 mm, Maximalwert

des Feldes bei z = 0 ist By, = 0,4 T, Elektronenenergie Fy;,, = 100 keV, Objek-
11
10 fo
Brennweite von f & 36,27 mm ein Wert von C5 & 2,504 mm ermittelt.

tivbrennweite fo = 3 mm, erlaubte Brechkraft ]f R . Daraus wurde bei einer

Bei einem rein elektrischen Aufbau, bestehend aus N aneinandergereihten Einzel-

63



0.9974;

0. 99735}

0.9973;

0. 99725}

0.9972

~0.004 -0.002 0 0.002 0.004

Abbildung 21: Die Darstellung zeigt den Verlauf von ﬁ(u;uﬂ, — ugul) iiber z | wie
er bei der numerischen Auswertung mit dem Rechner zu beobachten ist. Die Abwei-
chung von 1 ist ein MaB fiir die Rechenungenauigkeit.

linsen, wurden folgende Werte vorgegeben: Blendendurchmesser d = 1 mm, das ma-
ximal erlaubte elektrische Feld zwischen zwei auf den Potentialwerten +¢,,,, und
—Omar llegenden Elektroden im Abstand der halben Linsenlange [ ist 24’% =5 KV

die Elektronenenergie ist Ey;,, = 100 keV, die Objektivbrennweite ist ]%0 = 3 mm,
die Gesamtlange ist NI &~ 100 mm, das Verhiltnis der Gesamtbrennweite (& %) zur
Gesamtldange ist b ~ 3 . Daraus ergab sich bei einer Gesamtbrennweite von 301,1
mm mit N = 91 Teillinsen der Lange [ &~ 1,096 mm ein Wert von (3 ~ 3,23 mm.

Abbildung 22 und Abbildung 23 zeigen, wie der C3-Wert jeweils im magnetischen
und im elektrischen Aufbau geregelt werden kann. Wegen der notwendigen Beriick-
sichtigung der modifizierten Besselfunktion stellt sich die Abschatzung von Ab-
schnitt 5.3.2 als zu optimistisch heraus. Vielmehr ergibt die numerische Kalkulation,
dafl die Verhiltnisse beim elektrischen Einbau ein wenig besser sind als beim magne-
tischen. Dabei zeigt das Ergebnis von Abschnitt 5.2.3, dafl eine einzelne magnetische
Polschuhlinse schon eine gerade noch akzeptable Brechkraft besitzt. Es bleibt fest-
zustellen, dafl unter den genannten geometrischen Voraussetzungen, insbesondere
dem vorgegebenen Blendendurchmesser d = 1 mm, der Offnungsfehler des Gesamt-
systems durch den elektrischen Einbau verdreifacht werden kann. Eine genauere
Strahljustierung mit engerem Durchmesser kénnte nach Gl. (163) einen erweiterten
Spielraum der Offnungsfehlermanipulation zugunsten des Phasenkontrasts bringen,
da [ optimiert etwas kleiner wiahlbar wére. Die Ermittlung des optimalen Wertes
von [ erfordert jeweils die Bestimmung eines Kurvenschnittpunkts, wie im Beispiel
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Abbildung 22: Vier numerisch ermittelte Werte fiir C3(B,..,) verdeutlichen die
C'3-Regelung mittels einer magnetischen Zusatzlinse. Dabei liegen die zugehorigen
Brennweiten fiir groflere Felder nahe bei fo . Die Werte sind: C3(0,3T) ~ 1,384 mm,
f(0,3T) & 64,47 mm, C5(0,4T) ~ 2,504 mm, f(0,4T) ~~ 36,27 mm, C3(0,5T) ~
3,915 mm, f(0,5T) ~ 23,21 mm, C5(0,6T) ~ 5,644 mm, f(0,6T) ~ 16,12 mm. Es
gilt [ =d=1mm.

von Abbildung 20. Die Kurve der Funktion %(l) wird bei verkleinertem Wert von d
gemaf Gl. (165) bei jedem angenommenen Wert von [ einen entsprechenden grofieren
Wert haben und die Gerade % = ml bei einem kleineren Wert von [ schneiden.
Abbildung 24 zeigt die Resultate der entsprechenden numerischen Berechnung, die
jeweils nach der vorstehend beschriebenen Vorgehensweise ermittelt wurden. Abbil-
dung 20 zeigt, daf sich fiir einen vergroferten Wert der Gesamtlange N/ ein kleinerer
Wert des optimalen Wertes von [ ergibt, da die entsprechende durch den Ursprung
gehende Gerade bei geringerer Steigung die %(l )-Kurve bei einem kleineren [ schnei-
det. Beim Verhalten von (' als Funktion der Gesamtlange N1 ist jedoch, dhnlich wie
bei C5(N) , die Dominanz der Proportionalitidt zu erwarten. Allerdings erscheint es
nicht sinnvoll, die Zusatzlinse langer als 100 mm zu machen, da sonst die Zusatzlinse

bedeutend langer als die Objektivlinse wird.
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Abbildung 23: Man sieht den erkennbaren Verlauf von C3(N) der elektrischen Ein-
baulinse aus den numerisch ermittelten Werten C5(1) ~ 0,0359 mm, C5(10) ~
0,3554 mm, C3(30) ~ 1,0469 mm und C3(91) ~ 3,23 mm. Es gilt [ ~ 1,096 mm.
Dabei ist d = 1 mm.
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Abbildung 24: Die Darstellung zeigt den optimierten Offnungsfehler Cy(d) der
elektrischen Einbaulinse fiir verschiedene Blendendurchmesser. Die Werte sind:
C5(0,8mm) ~ 5,07 mm mit 114 Teillinsen zu je 0,877 mm, C5(0,9mm) ~ 3,98
mm mit 101 Teillinsen zu je 0,986 mm, C3(1mm) /& 3.23 mm mit 91 Teillinsen zu je
1,096 mm, C3(1.1mm) & 2,64 mm mit 82 Teillinsen zu je 1,205 mm.
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6 Zusammenfassung

In der elektronenoptischen Phasenmikroskopie entsteht bei der Abbildung von gro-
ben Objektstrukturen oft zu schwacher Bildkontrast. Es wurde vorgeschlagen, den
Phasenkontrast fiir solche Strukturen dadurch zu erhéhen, daf} eine zusétzliche Pha-
senverschiebung mittels VergroBerung des Offnungsfehlers Cs erzeuget wird. Die
GroBle der Objektstrukturen, fir die der Bildkontrast optimal ist, ist proportional

1
zu O . Um die GroBe der am kontrastreichsten abgebildeten Objektstrukturen
merklich zu beeinflussen, mufl daher fiir das Abbildungssystem der Wert von Cj
bedeutend vergroBert werden.

Die Berechnung der groBtmaoglichen C5-Erhéhung ohne Veranderungen am Objektiv
ergab keine realistische Méglichkeit, C's bedeutend zu vergroBern. Denn die folgenden
Resultate wurden ermittelt:

Der Einbau einer rein magnetischen Zusatzlinse mit vorgegebenem Lochdurchmes-
ser d = 1 mm hinter einer Objektivlinse der Brennweite fo = 3 mm ermdglicht
als Ergebnis einer Optimierung von C5 einen Wert von Csz &~ 2,504 mm fir den
Beitrag Csz der Zusatzlinse zum Offnungsfehler. Ein rein elektrischer Aufbau, der
aus aneinandergereihten Einzellinsen mit vorgegebenem Blendendurchmesser d = 1
mm besteht, ermoglicht als Ergebnis einer Optimierung von C5 einen Wert von
Csz ~ 3,23 mm.

Mit der beschriebenen Methode bei einem handelsiiblichen Objektiv mit dem Off-
nungsfehler C'sp &~ 1,5 mm wird der Offnungsfehler des Gesamtsystems durch eine
solche Zusatzlinse nur ungefédhr verdreifacht.

Der Integralausdruck fiir C'sz enthilt den Strahl u, , der in der Objektmitte star-
tet, in vierter Potenz. Naherungsweise ist u, = fo , wenn das Objektiv ins Un-
endliche abbildet. Es bietet sich nun folgende effektive und leicht zu berechnende
Cs-Vergroflerung an: Da der Durchmesser D eines kontrastreich abgebildeten Ob-

jektdetails sich proportional zu Cé vergrofert, und weil Cs; geméB ul anwichst,
gilt D ~ wu, . Somit kann eine bedeutende C's-VergréBerung durch Vergroferung
des Wertes von wu, im Bereich der Zusatzlinse erreicht werden. Diese kann man
durch Entspannung der Objektivlinse bewirken. Der nun hinter der Objektivlinse
auftretende positive Steigungswinkel der u,-Bahn erlaubt es, die u,-Bahn bis zum
Zusatzbauteil bedeutend anwachsen zu lassen.

Eine weiterfithrende Méglichkeit der Cs-Erhéhung wire die Vergréflerung des Fak-
tors ul durch eine um die Zusatzlinse herum gebaute teleskopische Anordnung, die
u, fiir eine gewisse Strecke einen groBeren Wert annehmen 148t. Hierdurch wiirde
der zusitzliche Einbau bedeutend ldnger, allerdings wére hiermit sichergestellt, dafl
der iibertragene Bildausschnitt nicht durch das zusatzliche Bauteil beeintrachtigt
wird.
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In dieser Arbeit wurde nachgewiesen, dafl die in der Phasenmikroskopie haufig erfor-
derliche Cs-Erhéhung durch das Zusammenspiel von einem der hier beschriebenen
Zusatzelemente und der Entspannung der Objektivlinse leicht erreicht werden kann.
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Anhang

Berechnung des Offnungsfehlers aus der Fehlerbahn dritter
Ordnung

Mit der hier beschriebenen Methode 148t sich der Offnungsfehler C5 einer Linse
ohne Integration berechnen. Hat man die Lésung w(!) der GauBschen Bahngleichung
LO[wM] = 0 bestimmt, so erhilt man die Fehlerbahn dritter Ordnung w®) als die
Losung der Differentialgleichung LM [w®)] 4+ ¢ [wM] = w4 ¢W w4 ¢O[wM] =

0 . Fiir w setzt man aw, . Damit ist ¢®[wM] = ¢®aw,] = a®¢®w,] .

Die Funktion w® ist fiir die dritte Ordnung die Abweichung der realen Bahn von
der idealen Bahn. Thr Wert ist eine kleine Differenz von zwei grolen Werten. Bei
der Losung der Differentialgleichung dritter Ordnung ist es vorteilhaft, anstatt w
die Differenz w — w") = w® einzusetzen, um die Bahnabweichung méglichst genau
berechnen zu kénnen. Fiir diese Differenz ist dann der Anfangswert des Achsen-
abstands gleich Null. Ebenso ergibt sich die Anfangssteigung w®’ = 0 . Es ist
w®" 4 ¢D[w®] + a®¢®|w,] = 0 zu 16sen.

Die Differentialgleichung w®” + ¢W[w®)] + a®¢®[w,] = 0 16st man nur fiir ver-
schiedene kleine Werte von o . Wenn o” vernachlissigt werden kann, so ergibt sich
w® in der Bildebene als w(S)(zB) ~ o’ . Aus der Proportionalitatskonstante in der
Bildebene mit w(3)(zB) = (30w, (zp) oder aus w®' = C3043w'7 hinter der Linse

gewinnt man dann den Offnungsfehler Cs .

Die Aquivalenz dieser Methode zur Integralberechnung iiberpriift man sinnvoller-
weise mittels einer hinreichend oft stetig differenzierbaren Potentialfunktion, die
aber nicht dem Linsenaufbau entsprechen muf). Die bei dieser Methode auftreten-
den hoheren Ableitungen kénnen sich sonst bei den Randwerten der Differentialglei-
chung oder des Integrals instabil verhalten. Ein Beispiel fiir eine geeignete Funktion

ist qb(Z) = @(%) - qucwce_(%z)2 .
Beispielhaft wurde beim elektrischen Aufbau mit den in Abschnitt 5.3.3 genannten

Bedingungen einen Offnungsfehler fiir eine Teillinse der Linge [ = 1,096 mm unter
N =91 Linsen von (3 ~ 0,0359 mm bestatigt.
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